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Kapali Cevrim Kontrol

Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri

Bir dnceki derslerimizde Kapali Cevrim Kontrol Sistemin islevsel Kalitesini tic temel dzellik
v'Regllator
v'Servo
v'Parametre hassasiyeti

Uzerinden tartismistik. Sonuc olarak, buyik K secimi ile ileri bildirim elemanlarindaki (sistem,
kontrolcl ve eyletici) belirsizliklerin baskilanabildigini, tersine buylk K seciminin, geri bildirim
elemanlarinin etkisini daha baskin hale getirdigini gormusttk. Son olarak, kontrol sistemlerinin
parametre degisim ve belirsizliklerine karsi mimkin oldugunca saglam tasarlanmasi gerektigini

tartismistik.

Bu genel iyilestirmelere ragmen, tum uygulamalar icin asagidaki genel gereklilikler
karstlanmaksizin bir kontrol sisteminin genel performansi tatmin edici olmaz:

v Kararhlik
v Sistemlerin Kalici Durum Davranisi
v Sistemlerin Gegici Durum Davranisi



Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri

Kararlilik Analizi
X(s) m Y(s)

gibi dogrusal zamanla degisen bir sistemi ele alalim. Burada
G(s) = N(GS) _ bm(s —z1)(S —22) (S~ Zm)
D(s) an(s—p1)(s—p2) (s —pn)

(i=123...n)ve(j=1273,....m)olmak tzere p;’ler sistemin

kutuplari ve z;’ler sistemin sifirlaridir. Eger kutup/sifir sadelesmesi |

yoksa n —sistemin derecesi ve m —Giris etkisi dinamiklerin
derecesi olarak adlandirilir.

p; kutup = lim G(s) = o©
S-Dp;i Sifir

zj sifir - lim G(s) =0
S—>Zj

Sistemin kutup ve sifirlarinin kompleks diizlemde gésterimi

Im(s)
Kutup
. Tam ) Re(s)
~Kutuplarin ™ | -
Bolgesi
! Karmasik
s-duzlemi




Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri
Kararlilik Analizi

Kararli Sistem Bu sistemlerin girisine ani bir darbe uygulandiginda, sistemin ciktisi ilk degerine
geri doner.

Kararhligin bir diger tanimida; sistemin girisine uygulanan bitun sinirh giris isaretleri icin ¢ikista
sinirli kaliyorsa sistem kararhdir denir.(BIBO)

Teorem: Tum kutuplarinin gercek kisimlari negatif olan bir sistem kararhdir.

c(t)




Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri
Kararlilik Analizi

Ani Darbe (Unit Impulse)

U, (t, €) birim darbe fonksiyon olarak o0
adlandirilir, ¢linkt tarali alan birdir.

—
>

U;(t, €) birim ani darbe fonksiyon
olarak adlandirilir, ¢tinki tarali alan yine

_ e O0<t<e birdir ancak.
Up(t,€) = {O diger tim dagerler .

Ui (t, 8) = gli)r(r)l_l_{Ui (t, 8)}

U oo 0<t<e¢
i(te) = 0 diger tiim degerler

birim ani darbe fonksiyonun laplace
dontsimia L[U;(t, )] =1

y_, , L

v

— —>




Kararli Sistem Ornekler Impulse Response
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Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri
Kararlilik Analizi

Marjinal Kararh Sistem Bu sistemlerin girisine ani bir darbe uygulandiginda, sistemin ciktisi ya
ilk degerinden baska bir sonlu degere oturur ya da sonlu bir deger etrafinda sonlu genlikte
surekli salinir.

Teorem: Sanal eksen lizerinde bazi katli olmayan kutuplari olan ve geri kalan tiim kutuplarinin
gercek kisimlari negatif olan bir sistem marjinal kararlidir.

Marjinal Kararh Sistem Ornek R r--=—==
1.5 T T T T T T I
v Baz kath
i o 11 Dic olmayan
Sys = y | : ger kutuplarin
= kutuplarin
1 Z o | P
_______ i .1 bolgesi
sA2 + 1 | :
\ymin I
Continuous-time transfer function. "%« = ;'-;man(s:"; 5w I il




Kapali Cevrim Kontrol Sistemin Genel Gereklilikleri

Kararlilik Analizi

Kararsiz Sistem Bu sistemlerin girisine ani bir darbe uygulandiginda, sistemin ciktisi herhangi

bir sinir olmadan buydr.

Teorem: Bazi kutuplarinin gercek kisimlari pozitif olan ve/veya sanal eksen lzerinde bazi katl

kutuplari olan bir sistem kararsizdir.

Kararsiz Sistem Ornekler

Sys =

sN3+3sM2+2s+7

Continuous-time transfer function
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Sistem Kutuplarinin s-dizlemindeki Yerleri ile iliski

4 mi(s)
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Resim Prof. Dr. Billent E. Platin ¢alistay notlarindan alinmistir.

Orijinal Kaynak: G. F. Franklin, J. D. Powell, A. Emami-Naeini, Feedback Control of Dynamic Systems, 7e, Global Ed., Pearson Education, Ltd., 2015 olarak belirtilmistir.



Sistem Kutuplarinin s-diizlemindeki Olasi Durumlan

1. Gergek Farkh Kokler (negatif).

2. Gergek Tekrarlayan Kokler (negatif).

3. Gergek Tarafi (-) Olan Kompleks Kokler.
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4. Sanal Eksende Tekrarlanmayan 1 Kok

5. Sanal Eksende Tekrarlanmayan 2 Kok

6. Sanal Eksende Tekrarlanmayan 3 Kok
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Sistem Kutuplarinin s-diizlemindeki Olasi Durumlan
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Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Bir sistemin kararhligini belirlemek icin en acik ve dogrudan yontem, sistemin transfer
fonksiyonundan kutuplarini bulmak ve bu kutuplarin karmasik dizlem tGzerindeki konumlarini
incelemektir.

Bununla birlikte, kutuplarin belirlenmesi stireci ikinci dereceden yliksek sistemlerde ¢ok zor ve
zaman alici olabilmektedir.

Ayrica ugrasilan problem, kararlihgi saglamak icin bilinmeyen bazi sistem parametrelerinin
araliklarini belirlemekse, transfer fonksiyonundan kutuplari bulma yaklasimi uygulanamaz
neredeyse imkansiz hale gelir.

Bu noktada, Routh-Hurwitz kararlilik dl¢iitii, sistemin kutuplarini bulmadan, sistemin kararl
olup olmadigi ve sistem kararli degilse, kararsizliktan sorumlu koklerin sayisinin (ve bazen
yerlerinin) belirlenmesi icin basit bir yontem sunar.

Routh-Hurwitz kararlilik kriterleri, Hurwitz Testi olarak bilinen ilk taramadan ve Routh
kriterlerinin uygulanmasindan olusur.



Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Asagidaki gibi dogrusal zamanla degisen bir sistemi ele alalim.

N
Gls) = Dg

Burada D (s) karakteristik polinom olarak adlandirilmaktadir.
D(s) = ans™ + -+ a;5 + ag = an(s —p1)(s = pz) = (s = Pn)
D(s) = 0 ise karakteristik denklem olarak adlandirilmaktadir.

Hurwitz Testine gore: Kararl bir sistemin karakteristik polinomunun bitin katsayilari var olmali ve
pozitif olmalidir. Bu test sistemin kararliligi icin gerekli fakat yeterli degildir.

Baska bir degisle eger karakteristik polinom Hurwitz Testini gegemediyse sistem kesinlikle kararli
degildir. Ancak Marjinal kararl veya kararsiz olabilir.

Ornekler:
D(s) = s3>+ s+ 1 (Kararl: degil neden!!!!!)
D(s) = s3>+ 2s? —s + 1 (Kararli degil neden!!!!!)

D(s) = s3+ 2s? + s + 1 (Kararli, marjinal kararl: veya kararsiz olabilir. )



Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh Kriterlerinin Uygulanmasi ile kapal dongu sistem kutuplarini cozmeden sistem kararhlig
hakkinda karar verilebilmektedir. Ayrica sistemin kag tane sol yari diizlemde, kag tane sag yari

dizlemde ve kag tane imajiner eksen tzerinde kutbu oldugu bulunabilir.
Uygulama iki asamadan olusmaktadir:
J Routh tablosunu olusturmak

) Tabloyu yorumlamak




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunu olusturmak
D(s) = a,s™ + -+ a;s + a, Kkarakteristik polinomunu ele alalim.
ilk kolona s’nin en Kl’iksek derecesiden baslayarak 0’inc1 kuvvetine kadar dereceleri yazilir. Daha sonra

ilk satira en yiiksek derecenin katsayis1 ve birer atlayarak diger derecelerin katsayilar1 yazilir. Ikinci
satira en yiiksek ikinci derecenin katsayisi ve birer atlayarak diger derecelerin katsayilari yazilir.

. Iki OIaSI biti§ b _ anflan72 _anan73 b _ anflan74 _anarhS 1
W @ | G o 0 T e T e,
n tek n gift

>< a,; a ¢ = ba, —a, b, ,c = ba,s—a, b ete.
: b, b
2) an.1 an.3 an.s a9 0

0 0

(3) b, b, bg
(4) Cq Co Cs 0
-2) eq (=5
f, 0
81 0




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunu olusturmak

Ornekler;
1 2 3
4 1 30 20
R(s) 1 &, 3 9 42 0
s* +9s3 +30s2+42s+ 20 2 25,33333 20 0
1 34,89474 0 0
0 20 0 0

Transfer fonksiyonu icin routh tablosunu olusturalim.
Olusturulan tablonun ilk sGtununun tim terimleri pozitif;
Bu durumda sistem kararlidir.

Eger D(s) = s? + 3s + 2 olarak verilseydi; routh tablosunu olusturmadan direkt kararl oldugunu sdyleyebilirdik. Eger bitiin terimleri
pozitif ise 2. derece bir sistem daima kararhdir.

Simdi de D(s) = s3 + 52 + 2s + 24 olarak verilsin bu durumda sistemin kararliligini belirlemek icin tabloya ihtiyacimiz var;
Olusturulan tablonun ilk siitunda negatif terim var;

Bu durumda sistem kararh degildir. 1 2
3 1 2
2 1 24
1 -22 0
0 24 0




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunu olusturmak

Ornekler;
1 2 3
R
(s) 1000 C(s) 3 1 31 0
s34+ 1052+ 31s + 1030 2 10 1030 0
1 -72 0
0 1030

Transfer fonksiyonu icin routh tablosunu olusturalim.

Routh-Hurwitz kriterine gére, birinci kolondaki isaret degisim sayisi kadar sistemin sag yari diizlemde kékii vardir. Ornek {izerinden
duslinecek olursak; birinci kolon elemanlarindan ikincisi 10 iken -72 olmus birinci isaret degisimi ardindan dérdiinci satira gegince tekrar
pozitif olmus ikinci isaret degisimi. lki isaret degisimi olmasi sag yarim kiirede iki kok oldugunu gosterir. Sistem kararsizdir.




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunu olugturmak
Ornekler;

D(s) = s® + 25> + 3s* + 753 + 652 + 55 + 6 olarak verilsin
Routh tablosunu olusturalim.ilk kolondaki negatif degerlere bakarak
Sistemin kararsiz oldugunu soyleriz. Dort kere isaret degisikligi var.
Sag yarim kirede dort kok vardir.

Ornekte goriildigi gibi her zaman carpimlari bulmak kolay olmaz;
Bu durumda, satirin tamamini pozitif bir sayiyla garpip ¢carpimi kolaylastirmak
muimkindar. Bu islem sonucu degistirmez. Soyleki

3. satiri, 2 ile ¢arparsak sonucu degistirmedigini

ama c¢arpma kolayhgi sagladigini goririz.

Ardindan 5. satiri 21/4 ile ¢arparsak; yine carpma kolayhgi sagladigini
goririz. Elde edilen sonucu bolim olarak birakmakta bir sakinca yoktur.

O R, N W B U1 O

O L N W H» U1 O

1 2 3 4
1 3 6 6
2 7 5 0
-0,5 3,5 6 0
21 29 0 0
4,190476 6 0 0
-1,06818 0 0 0
6 0 0 0
1
1 3 6 6
2 7 5 0
-1 7 12 0
21 29 0 0
44 63 0 0
-47/44=-1,06818 0 0 0
63 0 0 0




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunu olusturmak

Ornekler;
1 2 3
R(s) 1 C(s) 4 1 0 5
s*+3s3+4s+5 ) 4/3 5
1 61/4
0 5

Transfer fonksiyonunun karakteristik denklemine baktigimizda hurwitz kriterine uymadigimi s2 1i terimin kayp
oldugunu goriiriiz. Bu durumda sistem kararsizdir. Ancak kararsizliga neden olan kokler hakkinda bilgi sahibi
olmak i¢in de routh tablosunu olusturabiliriz.

Routh-Hurwitz kriterine gore, birinci kolondaki isaret degisim sayis1 kadar sistemin sag yar1 diizlemde kokii vardir.
Ornek iizerinden diisiinecek olursak; birinci kolon elemanlarindan ikinciden iigiinciiye gegerken ardindan
Ugiinctiden dordiinciiye gegerken isaret degisikligi olmus. Iki isaret degisimi olmasi sag yarim kiirede iki kok
oldugunu gosterir.



Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunun ozellikleri

= Eger ilk stitunun tiim degerleri pozitif ise sistem kararldir.

= Eger ilk stitun sifirdan farkl degerlerden olusuyor ve isaret degisikligi oluyorsa, isaret
degisikligi kadar kok (kutup) pozitif taraftadir ve sistem kararsizdir.

= Eger sistem marjinal kararli ise, o zaman Routh tablosunun bir satiri sifir olur ve ilk
stitunda isaret degisikligi olmaz.

= Routh tablosunda sifir satirinin varlgi orijinde kutup oldugunu gésterir.
= Routh tablosunda sifir oldugu zaman tabloyu tamamlama prosediirii bir sonraki slaytlarda anlatilacaktir.

= Eger tiim satir sifir degil, satirda sifirdan farkli degerler varsa sistem kararsizdir.

= Sistemin kararsiz oldugunu anlasak bile ka¢ tane kékiin pozitif tarafta oldugunu bulmak icin tabloyu tamamlamak isteyebiliriz. Buna iliskin
procediir ilerleyen slaytlarda anlatilacaktir.

=Eger D(s) kesilmisse yani en sonundan bir yada birkag terimi yoksa
D(s) = s*D,. (s)
k = 2 = sistem kararsizdir (Imajiner eksende tekrarlayan kékler vardir.)
k = 1 = sistem en iyi durumda marjinal kararlidir ancak D, (s) e bakilarak kararsiz mi
marjinal kararli mi olduguna karar verilir.



Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunun ozellikleri
Routh tablosunda sifirlar satiri oldugu zaman tabloyu tamamlama prosediirdi.

1.) Tamamen sifir olan satirin bir dnceki satirindaki katsayilar ve bu satirdaki s dereceleri kullanilarak
yardimci polinom olusturulur. P(s) = ays® + b, s*™2 + -+ ¢, 5% + d,,

Not: P(s) = 0 denkleminin ¢b6zimd, orijine gore simetrik kokleri gosterir.

2.) P(s) polinomunun s’ye goére tirevi alinir, bulunan degerler tamamen sifir olan satirda kullanihr
Ornek:D(s) = s* +3s3 +3s? + 35+ 2
4. satir 0’lardan olusuyor. Bir 6nceki satirin derecesi 2 o halde

P(s) = ais® + bps* 2 + -+ c,s? +dp = P(s) = 2s% + 2 aP(s) _ 45
1 2 3 1 2 3 .
4 1 3 7 4 1 3 5 llk stitiinda isaret degisikligi yok sistem
3 3 3 0 3 3 3 0 marjinal kararlidir. Marjinal kararhliga
2 2 2 0 2 2 2 0 neden olan orijine gore simetrik kdkler
1 0 0 0 1 4 0 0 ise P(s) = 2s% + 2 = 0 ¢6ziimiinden
0 0 2 elde edilir. Py, = £j




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunun ozellikleri
Routh tablosunda sifirlar satiri oldugu zaman tabloyu tamamlama prosediirii.
Ornek:D(s) = s® + s* + 553 + 552 + 4s + 4

3. satir O’lardan olusuyor. Bir 6nceki satirin derecesi 4 o halde

P(s) = s*+5s% + 4 dz(s) = 453 + 10s

S

ik stitiinda isaret degisikligi yok sistem
marjinal kararlidir. Marjinal kararlihga

1 2 3 1 2 3 .. . S L .
: . : p neden olan orijine gore simetrik kokler ise
Z . j .y . P(s) = s* + 552 + 4 = 0 ¢dzimiinden
3 0 3 1 10 o ¢eldeedilir Py, = £j P34 = 12j
2 2 25 4 Kalan kékler hakkinda bilgi sahibi olmak
g 1 18/5 icin ise D, (s)=%=s+1=>P5=_1
0 0 4




Kararlilik Analizi
Routh-Hurwitz Kararlilik Kriterleri

Routh tablosunun ozellikleri
Routh tablosunda satirin basinda sifir oldugu zaman tabloyu tamamlama prosediirii (Dikkat
Sistem Kararsiz).

llk elemanin sifir olmasi durumunda bir sonraki satirin elemanlarini bulunurken sifira bolim
problemi ortaya ¢ikar. Sifira b6lima 6nlemek igin sifir yerine € yazilir.
Ornek:D(s) = s° + s* + 253 + 2s2 + 3s + 15

1 2 3 1 2 3 g=+ g=— 2 + 12 5 12
5 2 3 5 1 2 34 + =, =it
4 2 15 4 1 2 15 + + 12
3 12 0 3 g 12 0+ €210~ =12—
2 2 =12/ 15 0+ 5
’ - c, =—12+—¢£2

1 =12 0 0- - 4

’ 0 15 0 0+ + E—> 10 ¢y =-12

g’un pozitif veya negatif secilmesi sonucu etkilemiyor, iki kosulda da Routh tablosunda iki kere
isaret degistigini gorlyoruz. Bu durum sag tarafta iki pozitif kok oldugunu anliyoruz. Sistemin
kararsiz oldugunu zaten bastan biliyoruz.



Kararllik Analizi
Kararhlk mariji

X(s) m Y(s)

gibi dogrusal zamanla degisen bir sistemi ele alalim. Burada rmmmmmmeeennoooaeg .
o) 2 VO _ b = 2)(5 = 22) = G5 = zm) |
D(s) ap(s—=p)(s—p2) = (s—pn) X
(i=123...n)ve(j=1273,....m)olmak tzere p;’ler sistemin
kutuplari ve z;’ler sistemin sifirlaridir. i

Mutlak degeri en
kiicuk olan kok

RE(S)

N e . Kutuplarin
Kararli bir sistemde kararlilik marji kdklerin reel kisimlarinin | Bt')IFg)esi
mutlak degeri en kiigclik olanina esittir. :

! Karmasik
Us = mkinIRe(pk)I Sifir X

s-duzlemi

Ornek: D(s) = (s+2)(s+5)(s+ 8+ 3j)(s + 8 —3))

PL=-2p;=-5p;3=—8-3j,p,=—8+3j -
s = min{|—2], |51, |-8], |-8]} = 2



Kararllik Analizi
Kararhlk mariji

Cogunlukla kontrol sistemleri tasarlayan muhendisler, sistemin sadece kararl olmasini yeterli
bulmaz, belirlenen bir kararlilik marjininin 6tesinde kararhligi garanti etmeyi isterler yani

He = U

Burada u istenen kararhlik marji. Mahendis, sistemin kararlilik marjinin, istenen kararlilik marjindan
blylk esit olmasini saglamak zorundadir. Bunun saglanmasi icin bir dontistim yapilr.

Z=St+Uu—=>s=z—U
Donusturilmus karakteristik denklem D(2) = D(z — )

Eger D(Z) Routh kriterlerini saglarsa o zaman ug = u saglanmis olur.




Kararllik Analizi
Kararhlk mariji

Ornek 1: Verilen sistemde kontrolcii olarak oransal integral (PI) kontrolcU

kullanilmaktadir. Sistemin kararli olmasi igin Ti ve K parametrelerinin bulunmasi gereken
bolgeyi bulunuz.

R(s) O— k(14 1 R 1 C(s) . Once karakteristik denklemi bulmak gerek;
_\/ T;s s+1 |. yol, transfer fonksiyonunu bulmak;
2. yol, transfer fonksiyonunu bulmadan
karakteristik denklemi bulmak;
1
s+3 ‘
1. yol
l. yol 1 1 1
1 1 Go(s) =K(1+ ) ( ) < )
M()_C(S)_N(S)_ K<1+Tis)(s+1) (s) ( Tis)\s+1/\s+3
’ _R(S)_D(s)_1+K(1+ 1)( 1 )( 1 ) D(s) = Num(1 + Gy(s))
Tis)\s+1/\s +3 D(s) = (T)s> + (4T))s?> + [B+ K)T;]s + K

D(s) = (T)s3 + (4T)s*> + [B+ K)T;Js + K
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Ornek 1 Devam: D(s) = (T;)s3 + (4T))s? + [B + K)T;]s + K

Sistem 3. dereceden sistemin kararli olmasi igin tim katsayilar sifirdan biyuk olacak ayni zamanda igteki terimlerin
carpimi distaki terimlerin carpimindan buyik olacak; Yani (4T;)[(3 + K)T;] > T;K

.. K
Bu kosullara goére; T; > 0,K > 0ve T; > G0 o Parametreler igin Kabul Edilebilir Bélge
| Kabul
0241 Edilebilir
022 Bdlge

027

K
—4(K+3)

0.18 |

= 016

o Yasakli Bolge
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Ornek 2: Onceki, kontrolcti olarak oransal integral (PI) kontrolci kullanilan sistemde kararlilik marjinin 1'den kiciik
olmasi istenirse, sistem parametreleri Ti ve K'nin bulunmasi gereken bdlgeyi bulunuz.

D(s) = (T)s3 + (4T)s* + [B+ K)T;ls + K
z=sS+1=>s=2z—-1 -
D(z)=D(z-1)=T)z-13+UT)z-1?>+[B+K)T;](z—1) +K
E(Z) = TiZ3 + TiZ2 + [(K - Z)TL]Z + K(l — Tl)

Hurwitz Kriterlerinden =K —2>0=K >0veT; >0 vel —-T; >0 ~0<T; <1

. . Parametreler icin Kabul Edilebilir Bélge
Routh Kriterlerinden = T;[(K — 2)T;| > T, K(1 —T;) = T; > 2(1( 5 ‘1 - - ———
| \ Kabul Edilebilir Bolge =1
0.8} -
07r \ J
06 -
05 Kabul Edilebilir Blge y:_=0
7
044 = 4(1{13)
K
03} — 2(K-1)
02r
01—

0
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