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Esitliklerin Integrali

Integre edilecek fonksiyon biliniyor, ancak analitik olarak hesaplanmasi zor yada
imkansiz ise sayisal yontemlere basvurabilecegimizi séylemistik.

Gecen derslerimizde Newton-Cotes yontemlerini tartistik, bu yontemlerinde
fonksiyon biliniyorsa kullanilabilecegini gosterdik.

Integral sonucunu iyilestirmek tizere, aralik sayisini artirmanin belirli bir diizeye
kadar iyilestirme sagladigini, adim sayisini cok daha azalttigimizda ise olusan
yvuvarlama hatalari nedeniyle sonucumuzun artik iyilesmedigini gozlemleyebiliriz.
Bu durumu ortadan kaldirmak tGzere yontemler gelistirilmistir.

= Richardson ekstrapolasyonuna dayanan Romberg integrali

= @auss Kareleme yontemi



Newton-Cotes Formiillerinin Hassaslik Siniri

f(x) = 0.2+ 25x — 200x?% + 675x3 — 900x* +
400x°’in a = 0’dan b = 0.8’e kadar integralinin
hesaplanmasi icin hem trapez hem de Simpson’in 1/3
kuralinin coklu uygulanmasinda, kullanilan aralik
sayisina gore bagil hatanin mutlak degerinini degisimi.
Her iki sonuc da, aralik sayisinin buyuk degerleri icin
yuvarlatma hatalarinin hassasiyeti sinirladigini
gostermektedir.
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Romberg Integrali

Romberg integrali, aralik sayisinin artmasi ile orantili artan yuvarlatma hatalari sorunuyla

bas etmek Uzere gelistirilmis bir yontemdir.

Iki sayisal integral tahminini kullanarak, daha dogru bir tictincii deger elde etmek icin

gelistirilmis yontemlere genel olarak Richardson ekstrapolasyonu denilmektedir.
Richardson Ekstrapolasyonu

Trapez (Yamuk) kuralinin ¢oklu uygulamasinda integralin tam degeri, integral tahmini ve
olusan hatanin toplami olarak asagidaki gibi yazilabilir.
I =1Ch) + E(h)
Burada,
= ], integralin kesin degeri
= I(h), trapez kuralinin n adet aralik ve h = (a — b) /n aralik genisligi i¢in tahmini sonucu
= E(h) kesme hatasidir.
Eger h, ve h, aralik genisliklerini kullanarak iki farkli tahmin yaparsak asagidaki ifade yazilabilir.
I(hy) + E(hy) = I(hy) + E(hy) (*)
Hatanin tahmini deger ifadesini, 1, ve h, aralik genislikleri icin ayri ayri yazarsak;



Romberg Integrali

Richardson Ekstrapolasyonu
Trapez kuralinin coklu uygulamasi icin tahmini hata

b—a)® < b —a) b—
Fo= - g = -2 e = - C D
=1

12n3 12n3 12

=D gy

Eger adim genisligine bakilmaksizin "' (&;) sabit kabul edilirse
E(hy) hf h?
By ~ g P =B (9

(**) esitligini (*) esitliginde yerine koyarsak

h2 () — 1(hy)
h_% = I(hy) + E(hy) = E(hy) = 1= (hi/h,)?

Boylece, iki farkli integral tahminine ve bunlarin adim buyukliklerine baglh olarak yeni bir
kesme tahmini gelistirilmis oldu. Bu deger I = I(h,) + E(h,) ifadesinde yerine yazilirsa

Eq

I(hy) + E(hy)




Romberg Integrali

Richardson Ekstrapolasyonu
Daha iyi bir interpolasyon tahmini elde edilir:
I(h{) —I(h
I =1(h,) + (hy) = I 23
1— (hi/h3)

(%)

Bu tahminde hata, O (h*) mertebesindedir.
Araligin yariya bolindugi h, = h,/2 6zel durumu icin (***) denklemi;

I(hy) — I(hy) 1
- (2)? = =1(h) - 3 (1) —1(h2)

olur, gerekli dizenlemeler yapildiginda

4 1
[ gl(hz) —§I(h1) (4 *)

I =1(h,) +

IR

elde edilir.



Romberg Integrali

Richardson Ekstrapolasyonu

16 1

h—h/8=>l~64l(h) 1I(h)
2 =M =53/ W2) =31l

Ornek: f(x) = 0.2 + 25x — 200x2 + 675x3 — 900x* + 400x°’ina = 0’dan b =
0.8’e kadar integralinin hesaplanmasi igin trapez kuralinin tekli ve ¢oklu uygulamasi ile
asagidaki sonuclar elde edilmistir. Integral tahminini iyilestirmek icin (4*) denklemini
kullaniniz.

Araliklar h integral %sg,,

1<_ 0.8 0. @89 5 4 1
I(hz) — —I(hl) = —1.0688 — =0.1728=1.367467  %¢g,, = 16.6

2 0.4 1.0688 37, 3

I
1
4 0.2 1.484 = —I(hz) — —I(hl) =3 1.4848 — 3 1.0688=1.623467 %&, =1

4
3




Romberg Integrali Algoritmasi
Uygulamasi gosterilen formdlu, bilgisayarda kodlamaya uygun daha genel bir forma
donusturebiliriz.

I ) R
],k 4k—1 — 1

Burada, [; 41 x—1 ve I x_q, sirasiyla daha dogru ve daha az dogru integralleri; [; i ise
iyilestirilmis integral tahminini gostermektedir.

Lo — 1 4 _
Pk JX2900, (%)
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R ||
Ornek

fon sin(x) dx integralini 4 diizey Romberg integrasyonu kullanarak bulunuz. Analitik
olarak ¢cozum yapildiginda cevabin 2 olacagini hatirlayin.

Once, trapez kuralinin tekli ve coklu uygulamalarini kullanarak integralleri
hesaplayalim.

T
hy =m—>-1, =E(sin0 +sinm) =0

hy==---1; = % (sin 0+ Z(Sin 7T/z) + sin n) = 1.570796
hs = i I3; = % (sin 0 + 2(sin /4 +sin™/, + sin 3”/4) +sinm) = 1.896119

T
hy =5 > Iy, = 1.974232




Ornek Devam

k-1
AT k-1 — k1

I

Lk — 4k-1 _ 1
I, = 4-2_111_,_1,2_1 — I, 4 _ 4151 — 114 _ 41,1 — 114 _ 4 %x1.570796 — 0
’ 42-1 1 4 -1 3 3
k=1 k=2 k=3 k=4
I, =0 I , = 2.094395 I s = 1.998571 I » = 2.000006
I,1 = 1570796 I,, = 2.004560 I,5 = 1.999984
Iy, = 1.896119 Iy, = 2.000270

14,1 - 1974232




Ornek Devam

2.000006 — 1.999984 100 = 1.1 x 10 =3
2.000006 T ’
le,] = 6x 10 °
Bu sonuclara erismek icin, trapez kuralini uygulasa idik n=524 araliga ihtiyac
duyacaktik. Romberg integrali ile fonksiyonu sadece 9 kere degerlendirdik ve bir dizi
aritmetik islemle istedigimiz sonuca ulastik.

|€a| —



Gauss Kareleme

Daha 6nce 6grendigimiz Newton-Cotes formullerinin 6zelligi, esit aralikh verilere
dayanmasidir.

Trapez kurali, integral araliginin uclarindaki fonksiyon degerini birlestiren duz
dogrunun altinda kalan alanin hesaplanmasi ilkesine dayanmaktadir.

Bu alani hesaplamak icin, asagidaki formul kullaniimakta idi.
f(a) + f(b)
2

f(x) y

I =(b—a)




Gauss Kareleme

Simdi sabit nokta kuralini kaldiralim. Sekildeki gibi egri Gzerinde herhangi iki noktay:
birlestiren diiz dogrunun altinda kalan alani hesaplayalim.

Eger bu noktalarin yerini akillica secersek, pozitif ve negatif alanlari dengeleyen diz

bir dogru belirleyebiliriz.

Boylece daha iyi bir integral tahmini yapabiliriz.

(%) }

R

L

Gauss Kareleme: Bu stratejiyi kullanan
yontemlere verilen genel isimdir. Biz bu
derste Gauss-Legendre formtulleri diye
anilan yontemi tartisacagiz.



Gauss Legendre Formiulleri

Gauss-Legendre formulleri asagidaki fonksiyonun katsayilarini bulma stratejisi
tzerine kuruludur.

I'=cof(xo) +c1f(x1)
Trapez kuralini hatirlarsak;

f@+f®) _(b-a)  (b—a)

[=(b—a)—— —— f(@) +——f(B)
. y Her iki integralde, trapez
= kurali ile tam olarak
% % hesaplanabilmektedir;
// _ a.)'da y=1 fonksiyonunun
(b-a) 4 { x * yani bir sabitin integralini,
2 2 b.)'de ise y=x fonksiyonunun
@ integralini gormekteyiz.




Gauss Legendre Formiulleri

Gauss-Legendre formulleri asagidaki fonksiyonun katsayilarini bulma stratejisi
uzerine kuruludur.

I'=cof (xo) + c1f (x1)
Ancak, trapez kuralinin tersine burada ¢, ¢; bilinmeyen katsayilardir. Ek olarak x, ve

x1'de bilinmemektedir. Dért bilinmeyen olduguna gére ¢6ztiim icin dort denkleme
ihtiyacimiz var.

Trapez kurali ile 6rnekledigimiz gibi yukaridaki formult hem sabit hem de dogrusal
bir integralin ¢c6zimuinde kullanabiliyorduk; simdi ise dért denklem yazmak icin bu
integral sayisini artiracagiz. Ayni formulu sabit, dogrusal, parabolik ve kibik integral
hesabi icin yazacagiz.



Gauss Legendre Formiulleri

1

cof (xg) +c1f(xq) = Jf 1dx — sabit’in int. @[—1, 1]
-1
1

cof (xg) +c1f(xq) = Jf xdx -y =x'inint. @[—1,1]
-1

1

cof (x0) + c1f(x1) = j x2dx - y = x2 nin int. @[—1, 1]

-1
1

cof (x0) + c1f(x1) = f x3dx - y = x3in int. @[—1, 1]
~1



Gauss Legendre Formiulleri

1
Cof(x0)+C1f(x1)=C01+C11=f 1dx=2
_rll
cof (x0) + c1f (x1) = coxg + c101 = | xdx =0

-1
1

cof (x0) + c1f (x1) = cox§ + c1xf = J x2dx =
-1

1
cof (x0) + c1f (x1) = coxp + cx7 = |
-1
col+c;1 =2  * Problemimiz bu dort denklemin ¢ozllup, bilinmeyen ¢y, ¢4, Xp ve
x1 degerlerinin bulunmasi haline dénustu;

x3dx =0

CaoXn + C1 X, =
040 141 ) |

* Bu denklemlerin ¢6zimu; cog = c¢; = 1,x9 = —FVex =3
sonucunu vermektedir.
* llging bir sonuca ulasmis olduk; I = f (— \/—15) + f (\/%)



Gauss-Legendre Formiilleri

Her zaman karsilasilacak integraller [-1,1] araliginda olmayacagina gore [a,b] gibi
herhangi bir aralik verildiginde ne yapmaliyiz;

Bir donusum uygulamaliyiz;

B (b+a)+(b—a)
2 2
Dikkat ederseniz burada x,; yerine -1 yazdigimizda alt limit a’yi; 1 yazdigimizda Ust
limit b’yi elde ederiz.
Yukaridaki ifadenin ttrevi alindiginda
b—a

dx = ( > )d
Herhangi bir aralikta integrali alinacak herhangi bir integral ifadesinde yukaridaki
donlusum yapilarak; gauss legendre formulleri kullanilabilir.

X Xd

Xd



Gauss-Legendre Ornek Problem

Ornek: f(x) = x?e™* fonksiyonunun integralini 1’den 2’ye kadar gauss-legendre
formullerini uygulayarak bulunuz. Not: integralin gercek degerinin 0.486 oldugunu
hatirlayin.

_G+e (G-a _@+D @-D
. 7 AT T 7
dx = 0.5dx,

Donusum icin 6nce fonksiyonda x ve dx ifadelerinin yerine buldugumuz dénisim
ifadelerini yazacagiz.

X xg = 1.5+ 0.5x,

2 1
I =f x2e *dx =f (1.5 4 0.5x,)2%e~(1:53+05xa) ) 5dx,
1 ~1
f(xz) = (1.5 4 0.5x,)%e~(1:5+05x%a) 5

f <_ %) = 0.218484 vef (%) = 0.267437

| = 0.218484 4+ 0.267437=0.485921



Cok Noktal1 Gauss-Legendre

Yukarida gosterilen belirsiz katsayilari bulma yontemi ile benzer sekilde cok noktali

formullerde Uretilebilir.

I'=cof(xg) +crf(x1) + -+ cpoqfxn-q)

Burada n nokta sayisidir.

Weighting Function Truncation
Points Factors Arguments Error
2 co = 1.0000000 xo = —0.577350269 =f[g)
c1 = 1.0000000 x1 = 0.5/7350269
3 co=0.5555556 xo = —0.774596669 =f1o)g)
c1 = 0.8888889 x1= 0.0
c2 = 0.5555556 xo = 0./74506669
4 co=0.3478548 xo=—0.861136312 =f18)g)
c1 =0.6521452 x; = —0.339981044
cy =0.6521452 x; = 0.339981044
cy =0.34/8548 x3= 0.861136312
5 co = 0.2369269 xo = —0.906179846 =f(10l(g)
c1 =0.4786287 x; = —0.538469310
cy; = 0.5688889 xx= 0.0
cy =0.4786287 x3= 0.538469310
cy = 0.2369269 x4 = 0.906179846
b co=0.1/13245 xo = —0.932469514 =fl12l(¢)
c1 =0.3607616 x; = —0.661209386
c; = 0.4679139 x; = —0.238619186
c3 =0.4679139 x3= 0.238619186
cy = 0.3607616 xg = 0.661209386
cs =0.1713245 xs = 0.932469514




Cok Noktali Gauss-Legendre icin Ornek Problem

Ornek: f(x) = 0.2 + 25x — 200x2 + 675x3 — 900x* + 400x° fonksiyonunun
integralini O'den 0.8’e kadar 3 noktali gauss-legendre formullerini uygulayarak bulunuz.
Not: integralin gercek degeri 1.640533 oldugunu hatirlayin.

Cozim: once donusum yapilir;
x =04+ 04x, dx = 0.4dx,

08
I = f 0.2 + 25x — 200x2 + 675x3 — 900x* + 400x°dx
0

1
= j (0.2 + 25(0.4 + 0.4x,) — 200(0.4 + 0.4x4)% + 675(0.4 + 0.4x4)% — 900(0.4 + 0.4x,)* + 400(0.4 + 0.4x,)>)0.4dx,
-1

Doniustiiriilmiis x f(x)=
Katsayilar x degerleri x=0,4+0,4*x (0,2+25x-200x"2+675x"3-900x"4+400x"5)*0,4 Katsayi*Fonk
0,5555556 -0,774596669 0,090161332 0,506342322 0,281301312
0,8888886 0 0,4 0,9824 0,873244161
0,5555556 0,774596669 0,709838668 0,874777679 0,485987638

Toplam 1,640533111




Cok Noktali Gauss-Legendre icin Ornek Problem 2

Ornek: f(x) = xe* fonksiyonunun integralini 0’dan 3’e kadar 2, 3 ve 4 noktali gauss-
legendre formdullerini uygulayarak bulunuz. Not: integralin gercek degerinin
41.17107385 oldugunu hatirlayin.
Unutmayalim Once Déniisiim:

(b+a)+(b—a) (3+O)+(3—0)

2 2 2 2
dx = 1.5dx,

X xg = 1.5+ 1.5x,

3 1
I =j xe*dx =f (1.5 + 1.5x,)e(1-5+1.5%a) 1 54x,
0 ~1
f(xy) = (1.5 + 1.5x,)e(1-5+15%a)1 5



| |
Cok Noktali Gauss-Legendre icin Ornek Problem 2

Doniistiiriilmiis x

Katsayilar x degerleri x=1,5+1,5*x f(x)=(x*e Katsayi*Fonk
1 -0,577350269 0,633974596 1,79264702 1,79264702
1 0,577350269 2,366025404 37,81485498 37,81485498

Toplam  39,607502

Donustiiriilmiis x

Katsayilar x degerleri x=1,5+1,5*x f(x)=(x*e Katsayi*Fonk
0,5555556 -0,774596669 0,338104997 0,711180733 0,395100439
0,8888886 0 1,5 10,08380041 8,963375228
0,5555556 0,774596669 2,661895004 57,1911055 31,77283893

Toplam 41,1313146

Donustiiriilmiis x

Katsayilar x degerleri x=1,5+1,5*x f(x)=(x*e Katsayi*Fonk
0,3478548 -0,861136312 0,208295532 0,384798007 0,133853834
0,6521452 -0,339981044 0,990028434 3,996711616 2,606436296
0,6521452 0,339981044 2,009971566 22,50094368 14,67388242
0,3478548 0,861136312 2,791704468 68,29399937 23,75639549

Toplam 41,17056804




Sayisal Diferansiyel

Donemin basindan beri sayisal tlirev almayi kullanarak ilerliyoruz. Hatirlarsaniz ilk
dersimizde, Taylor serileri araciligiyla, yaklasik tirev ifadesi gelistirmistik, soyleki;

f”( )
f(xl+1) — f(xl) + f ( l)h + - 24 (*)
Dersimizin en basindan beri, 2 derece ve daha yuksek terimleri atarak

x. —_— x.
f,(xi) _ f( L+1)h f( l) + O(h)
Ifadesini O(h) diizeyinde hata icermesine ragmen tirev islevi olarak kullanmaktayiz. Bu
glun ki dersimizin konusu daha az hata iceren turev ifadeleri gelistirmek mimktn ma
sorusuna cevap aramak. (*) ifadesini asagidaki gibi diizenleyelim
x. —_— x r x.
f’(xi) — f( l+1)h f( l) _f 2(' l)h + O(hZ) (**)
Eger burada (**) denkleminde "' (x;) terimi yerine uygun bir ifade yazabilirsek hata
mertebemizin O(h?)’ye inecegini gorebiliyoruz.




Sayisal Diferansiyel

" (x;)'yi elde etmek lzere, f'(x;) tlrevini alsak;
meo v (i) = f1(x)
[ = n
f(Xiv2) = f(xipq) (f(xi+1) — f(xi))
h

h

(i) = N
f”(xi) _ f(xi+2) _ Zflf;i-l_l) + f(xi) (***)

(***) denklemini, (**) denkleminde yerine yazar ve ardindan dizenlersek
Xi+1) — f(x; Xit2) — 2f (Xi41) + f(x;
f’(xi) — f( L+1)h f( l) _f( l+2) jzfglzwl) f( l) h+ O(hz)
: —f (Xi42) +4f (x;41) — 3f (x;)
filx) = oh
Olur. Dikkat edilirse, ikinci tirevin eklenmesi hata mertebesini O(h?) ‘ye indirgemistir.

+ 0(h?)




[leriye dogru Sonlu Béliinmiis Fark Formiilleri

Birinci Turev

flx) = Hxie1) — flxi

f’(Xf) —

h
~fxi42) + 4f{xit1) — 3f(xi)

2h

Ikinci Tiirev

f "(xi] =

f "[x;) =

f[x;+2) - zf(XfH) + f(x;)

h2
—fxi3) + Afxie2) — Sfxi) + 2f(x

h?

Hata Mertebesi

Olh)

O(h?)

Hata Mertebesi
Olh)

Olh?)



Geriye dogru Sonlu Bolinmiis Fark Formiilleri

Birinci Tiirev Hata Mertebesi
]U(X,f) _ f(xf) _hﬂxf—]) O[h)
I('[X;) _ 37((/“@') — 41(()(;'—1) + fc(Xi—Z) O[hQ)

2h

ikinci Tirev Hata Mertebesi
I("(Xj) _ f(Xf) o 2](()(}72]) + IC(XI'—Q) O(h)

2f(xi) — 5Hxi—1) + 4f(xi—2) — flx—3)

I("(X;) = /’72

O(h?)




Merkezi Sonlu Bolinmus Fark Formulleri

Birinci Tiirev Hata Mertebesi
i) = fx) .
f'(x) = o O(h?)
I('(X,f) _ _f(XH-Z) + 8f(Xf+]) - 81(()(;"—1) + I((Xf_Q) O(Hﬁi)
12h
ikinci Tirev Hata Mertebesi
f"(X,f) _ HXH-]) o 2;(;1) + ﬂxf—]) O(hz)
]["(X;') _ _ﬂXH—Q) + .léﬂXH-]) o SO}[[XJ) + .lélf[)(;_]) o f(Xf—Q) O(H{l)

12h?



Ornek:

Ornek: f(x) = —0.1x* — 0.15x3 — 0.5x% — 0.25x + 1.2 fonksiyonunun x = 0.5’teki
turevini, h = 0.25 alarak ileri, geri ve merkezi sonlu farklar icin ytksek dogruluktaki
turev ifadelerini kullanarak bulunuz. Ardindan ayni ifadeleri basit formullerle bulup
karsilastiriniz.

Cozim:;
ileri Fark Geri Fark Merkezi Fark

f(x)=-0,1*x*-0,15*x>-0,5*x*-0,25x+1.2 f'(x)=(-f(x,)+4*F(x,)-3*F(xo))/2%h f'(x)=(3*f(x,)-4*f(x_1)+f(x))/2*h f'(x)=(-F(x,)+8*F(x,)-8*f(x_,)+f(x_,))/12*h

-2 0 1,2

-1 0,25 1,103515625

0 05 0,925 -0,859375 -0,878125 -0,9125

1 0,75 0,636328125

2 1 0,2

Basit ifadelerle
ileri Fark Geri Fark Merkezi Fark

f'(x)=(f(x,)-f(xo))/h f'(x)=(f(xo)-f(x4))/h f'(x)=(f(x,)-f(x41))/2*h
-1,1546875 -0,7140625 -0,934375

Analitik olarak ¢ozersek; f'(x) = —0.4x3 — 0.45x% — x — 0.25 = f'(05) = _0.9125



Tiirev Hesabini Richardson Extrapolasyonu ile lyilestirmek

Gecen dersimizde, iki sayisal integral tahminini kullanarak, daha dogru bir tctncl
deger elde etmek icin gelistirilmis ve Richardson ekstrapolasyonu denilen bir
yontem 6grenmistik. Bu yonteme gore h, = h;/2 durumunda asagidaki integral
tahmininin I(h,) ve I(h,)’e gore cok daha iyi sonu¢ dogurdugunu gérmistik;

4 1

Benzer sekilde

4 1
=3 (hy) —§D(h1)

Ifadesi ile de tiirevi iyilestirebiliriz.



Ornek:

Ornek: f(x) = —0.1x* — 0.15x3 — 0.5x% — 0.25x + 1.2 fonksiyonunun x = 0.5’teki
tirevini, h = 0.5 ve h = 0.25 alarak basit merkezi sonlu farklar ifadesi ile bulunuz.
Ardindan bu tlrevleri kullanarak richardson extrapolasyonu yontemi ile daha iyi bir

sonuc elde ediniz.

Merkezi Fark

f(x)=-0,1*x"-0,15*x>-0,5*x>-0,25x+1.2 f'(x)=(f(x,)-f(x1))/2*h 4 1
(x)=(f(xy)-f(x.1))/ D == D(hy) == D(hy)

0 05 0,925 -1
1 1 0,2 D

~

W

1
(~0.934375) — (1) = —0.9125

Merkezi Fark

f(x)=-0,1*x"-0,15*x>-0,5*x%-0,25x+1.2 f'(x)=(f(x,)-f(x.,))/2*h
1 0,25 1,103515625
0 0,5 0,925 -0,934375
1 0,75 0,636328125



Tiirev ve Integral Hesabinda Matlab Kullanilmasi

Turev

= Once sembolik ifadeyi yaratmak gerekir.
* Syms X
Sonra ifadeyi girmelisiniz; Ornegin f(x) = e* cos x ifadesinin turevini almak isteyelim.
« f=exp(x)*cos(x);
= Simdi matlab’in «diff» komutunu kullanarak tlrevi alabiliriz.
- df = diff(f)
= Verilen bir sayisal deger icin 6rnegin x=2 icin tlrevin degerini hesaplamak istersek; elde
edilen tlrev ifadesinde x=2"yi «subs» komutu kullanarak yerine koymamiz ve sonucu
«vpa» komutu kullanarak numerik degere donistirmemiz gerekir.
- vpa(subs(df,x,2),4)
= Bir ifadenin ikinci tirevini bulmak isterseniz de
- ddf = diff(diff(f))

O



Tiirev ve Integral Hesabinda Matlab Kullanilmasi

Integral

= integralde de tureve benzer olarak sembolik ifadelerden yararlanabilirsiniz.
* int(df); orijinal f fonksiyonunu bize verecektir

= Tanimli integrallerde ise 6nce integrali alinacak fonksiyonu olusturmamiz gerekmektedir.
Ornegin f(x) = e*° (In x)? fonksiyonunun integralini x=0’dan x=1’e kadar hesaplayalim.
* fun = @(x) exp(-x.*2).*log(x)."2;

= Simdide integrali|x=0| dan |x=1|'e kadar degerlendirelim.
* | =integral(fun,0,1)



Son 3 Dersin Konulari Ile ilgili Ornek Problemler

Newton-Cotes Formiilleri (Sayisal integral)
= Trapez Kurali

= Simpson’in 1/3 Kurali

= Simpson’in 3/8 Kurali

Tahmini integral Sonuclarinin lyilestirilmesi
= Romberg integrali

= @Gauss Kareleme (Gauss-Legendre)

Yiksek Dogruluklu Turev Uygulamalari



Ornek 1: _24 %

Sekilde gosterilen blok xy’dan x,,’e gidene kadar hem Uzerine UL LU L
etkiyen kuvvet hem de kuvvetin dogrultusunu gosteren 0 | |

X Xy

acisi degismektedir. F(x) ve 6(x) slrekli degismesine
ragmen, 6lgiim sistemi sadece x = 5 ft araliklarla 6lgiim )
yapabilecek sekilde duzenlenmistir. Elde edilen deneysel
veriler asagida tabloda verilmektedir. Blok Gzerine, blok
Xo'dan x,’e gidene kadar yapilan is bulunmak istenmektedir.
Is formull asagidaki gibidir.
Xn
W = F(x)cosO(x)dx
X0
Yapilan isi bulmak icin, Trapez ve Simpson’in 1/3 ve 3/8
kurallarinin tekli ve coklu uygulamalarini kullaniniz.

x, ft F(x), Ib 0, rad F(x) cos 6
0 .0 0.50 0.0000 -
5 .0 1.40 1.52Q7 Eﬁ B
10 13.0 0.75 @.5120 = 1
15 14.0 0.20 8.7025 b
20 10.5 1.30 2.8087
25 12.0 1.48 1.0881 0 | |
30 5.0 1.50 0.3537 0 30 g

I EEEEEEE————— X,ﬂ



Cozum:
Aralik Sayisi Trapez Kurali Simpson 1/3  Simpson 3/8
1 5,3055 0 0
2 133,19025 175,8185 0
3 124,9755 0 139,9343
6 119,08925 117,1271667 117,326625
Trapez Kural Simpson’in 1/3 kurali Simpson’in 3/8 kurali
1.Ara 2.Ara 3.Ara 6.Ara 2.Ara 6.Ara 3.Ara 6.Ara
0 0= . I 0 0= 0 0 0 0= 0 09
5 1,5 . 5 1,5 5 1,53 — 5 1,5 5 1,53 -
10 9,5 1 10 9,5 10 9,517 10 9,5 10 9,51
15 87 +— 4 | 15 87 t— 15 87 [ 15 8,7 — [
20 2,8 ) 20 2,8 20 2,81+ 20 2,8 20 2,81 -
25 1,1 B . 25 1,1 25 1,09 p— 25 1,1 25 1,09
30 0,4- 8 I 30 04- 30 0,35~ 30 0,4- 30 0,35 -




c!ear all _

Cozum

Trapez Kurali

n—1
Rx) +2 3. fx)+ fixy)
[ = (b— a) =1

. N 2H
Width Average height

Simpson’in 1/3 kural

n—1 n—2
fxo)+4 Y fx)+2 Y Ax)+ fxy)

~ i=1,3,5 j=2,4,6
[ = (i)-—'é3) 3

Width Average height
Simpson’in 3/8 kurali

fixo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)

[ = (b—a) 3

L N =)

T

Width Average height

x=[0 5 10 15 20 25 30];
y=[0 1.5297 9.5120 8.7025 2.8087 1.0881 0.3537];k=1;g2=0;
for i=[1 2 3 6]
if i==1
h=(x(7)-x(1))/1;
g=h* (y(end)+y (1)) /2;91=0;
elseif i==2
h=(x(7)-x(1))/1;
y2=[0 8.7025 0.3537];
g=h* (y2 (end) +2*y2 (2)+y2 (1)) /2;
gl=h*(y2 (end) +4*y2(2) +y2 (1)) /3;
elseif i==
h=(x(7)-x(1))/1i;
y3=[0 9.5120 2.8087 0.3537];
sum=0; suml=0; sum2=0;
for j=2:1
sum=sum+y3 (J) ;
end
for j=2:2:6
suml=suml+y(3) ;
end
for 3J=3:2:5
sum2=sum2+y (J) ;
end
g=h* (y3 (end) +2*sum+y3 (1)) /2;
gl=h* (y3 (end) +4*suml+2*sum2+y3 (1)) /6;
q2=30* (y3 (1) +3*y3(2)+3*y3(3)+y3(4))/8;
elseif i==6
h=(x(7)-x(1))/1i;
y6=[0 1.5297 9.5120 8.7025 2.8087 1.0881 0.3537];
sum=0;
for j=2:1
sum=sum+y6 (J) ;
end
g=h* (y3 (end) +2*sum+y3 (1)) /2;ql=0;

g2=(3/8)*5* (y (1) +3*y (2)+3*y (3)+y (4))+(3/8)*5* (y(4)+3*y (5)+3*y (6)+y (7)
) ;

end

Q(k,1:4)=[1 g gl g2];

k=k+1;
end



Ornek 2:

Problem: Bir &nceki problemde kuvvetin F(x) = 1.5x — 0.04x? fonksiyonu ile ve
uygulama acisinin da 8(x) = 0.8 + 0.125x — 0.009x2 + (2 x 10~*)x3 fonksiyonu ile
degistigi bilindigine gore 0’dan 30 ft’e kadar olan yer degistirme sirasinda yapilan isi
hesaplayiniz.

a.) integrali hesaplamak icin 4, 8 ve 16 aralikli trapez kuralini uygulayin.

b.) Ayni integrali Simpson’in 1/3 kuralini 16 aralikli olarak kullanarak hesaplayin.

c.) a sikkinda buldugunuz degerleri kullanarak Romberg integralini uygulayin yaklasik
hata %0.5 oldugunda durun.

d.) a sikkindaki degerleri kullanarak gauss kareleme uygulayin.



Cozum: b=30, a=0 n=4,8,16

n—1
f(xp) + 2 ; x;) + (xp)

Trapez Kurali Uygulamasi = (b—a)

. 2n
Width Average height

0 0 0 0,8 0 0 0 0
1 1,875 2,671875 1,004052734| 1,434496609 1,4345
2 3,75 5,0625 1,152734375  2,05532477 2,05532 2,05532
3 5,625 7,171875 1,253955078 2,234516692 2,23452
4 7,5 9 1,315625| 2,271700724 2,2717 2,2717 2,2717
5 9,375 10,54688 1,345654297 2,354535103 2,35454
6 11,25 11,8125 1,351953125] 2,564500376 2,5645  2,5645
7 13,125 12,79688 1,342431641 2,897020154 2,89702
8 15 13,5 1,325 3,284938721 3,28494 3,28494 3,28494
9 16,875 13,92188 1,307568359 3,622453533 3,62245
10 18,75 14,0625 1,298046875/ 3,788160002 3,78816 3,78816
11 20,625 13,92188 1,304345703| 3,66575468 3,66575
12 22,5 13,5 1,334375] 3,162037642 3,16204 3,16204 3,16204
13 24,375 12,79688 1,396044922 2,224907353 2,22491
14 26,25 11,8125 1,497265625 0,867798924 0,8678 0,8678
15/ 28,125 10,54688 1,645947266/ -0,791861705 -0,7919
16 30 9 1,85/ -2,480312221 -2,4803 -2,4803 -2,4803
Sonug 56,0889 62,8286 64,4927




Cozum Devam

Simpson Kural

0 0
1 1,875
2 3,75
3 5,625
4 7,5
5 9,375
6 11,25
7 13,125
8 15
9 16,875
10 18,75
11 20,625
12 22,5
13 24,375
14 26,25
15 28,125
16 30

0
2,671875
5,0625
7,171875
9
10,54688
11,8125
12,79688
13,5
13,92188
14,0625
13,92188
13,5
12,79688
11,8125
10,54688
9

n—1 n—2
fxo)+4 Y fx)+2 Y Ax)+ fxy)

N i=1,3,5 j=2,4,6
[ = (b — 3)
k 3n
Width Average height
0,8 0 0
1,004052734| 1,434496609  1,434496609
1,152734375 2,05532477 2,05532477

1,253955078
1,315625
1,345654297
1,351953125
1,342431641
1,325
1,307568359
1,298046875
1,304345703
1,334375
1,396044922
1,497265625
1,645947266
1,85

2,234516692

2,271700724

2,354535103

2,564500376

2,897020154

3,284938721

3,622453533

3,788160002

3,66575468

3,162037642

2,224907353

0,867798924

-0,791861705

-2,480312221

Sonug

2,234516692
2,271700724
2,354535103
2,564500376
2,897020154
3,284938721
3,622453533
3,788160002
3,66575468
3,162037642
2,224907353
0,867798924
-0,791861705
-2,480312221
65,04743736

b=30, a=0 n=16



Cozum Devam

Romberg integrali

k-1
. Y v k-1 = Ljg-1
j,k o 4k—1 — 1

k=1 k=2 k=3

n=4 56,089 65,07522 65,04558
n=38 62,829 65,04744
n=16 64,493

Hata % 0,85276 0,002848



Cozum Devam

Gauss-Legendre

_(b+a)

X
2

2 1 -0,57735 6,339745962

Noktal
I 1 0,57735 23,66025404
3 0,5555556 -0,7746 3,381049965
Noktal 0,8888886 0 15
I 0,5555556  0,7746 26,61895004
0,3478548 -0,86114 2,08295532
4 0,6521452 -0,33998 9,90028434
Noktal| 0,6521452 0,33998 20,09971566
I 0,3478548 0,86114 27,91704468
0,24/ -0,90618 1,40730231
0,48 -0,53847 6,92296035
5 0,57 0 15
Noktal 0,48/ 0,53847 23,07703965
I 0,24/ 0,90618 28,59269769
0,17 -0,93 1,01295729
0,36 -0,66 5,08185921
0,47 -0,24 11,42071221
6 0,47 0,24 18,57928779
Noktal 0,36 0,66 24,91814079
I 0,17 0,93 28,98704271

7,901924

13,09808

4,614315
13,5
11,58569

2,950885

10,9298
13,98963
10,70111

2,031733
8,467345

13,5
13,31357
10,18735

1,478393
6,589777
11,91376
14,06133
12,54066
9,870618

(b—a)

2

Xd

(30 +0)

(30 — 0)

1,28169873

1,36830127

1,12747785
1,325
1,52252215

1,023128554
1,349471394
1,300528606

33,79108203

39,51310367

Sonug

29,68893032

49,27408081

8,386082995

Sonug

23,04777683

35,99004813

56,02625678

1,626871446

-8,996275275

Sonug

0,958645723

17,51239071

1,300383494

33,9281392

1,325

49,27408081

1,349616506

43,81113263

1,691354277

-18,37790061

Sonug

0,917592795

13,47703265

1,229052865

33,12650384

1,351621811

38,85505857

1,298378189

56,75038914

1,420947135

28,08274531

1,732407205

-23,82396645

Sonug

2

33,79108203

39,51310367
73,3041857
16,4938515

43,79916871
4,65893537

64,95195558

8,017279801

23,47073714

36,53725443

-3,129397537

64,89587384

4,149156443

16,23898116

28,03147763

20,96926546

-4,354219019

65,03466167

2,308945881

11,95077053

18,18082199

26,55429591

10,13117613

-4,08162914
65,0443813

2

Weighting

Paints Factors

X4 = 15 + 15xd

dx = 15dx,

Truncation
Error

Function
Arguments

Ui




M;i\tlab ile Cozim

for i=[4 2 1]
sum=0;
for n=0:16/1
yn(ntl,1l)=y(i*n+1);
end
for §j=2:16/1
sum=sum+yn (Jj) ;
end
g=30* (yn (1) +2*sum+yn (end) )/ (2* (16/1)) ;
Q(k,1)=qg;k=k+1;
end
% Simpson'yn 1/3 Kuralynyn Coklu Uygulamasy
suml=0; sum2=0;
for 3j=2:2:16
suml=suml+y(7j);
end
for 3=3:2:15
sum2=sum2+y (J) ;
end
ql=30*(y (1) +4*suml+2*sum2+y (end) )/ (3*16) ;



