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Giris

Tlirev: bagimli degiskenin bagimsiz degiskene bagli degisim oranidir.
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Giris
Integrasyon: sozliik anlami bir araya getirme birlestirmedir. Matematiksel olarak ise
taniml bir [a, b] araliginda f(x) fonksiyonunun aldigi degerlerin toplamini ifade eder.
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Giris
Turev ile integral birbiri ile iliskili

b
kavramlardir. Ornek olarak hiz konum y = J f(x)dx
a

grafikleri gosterilebilir. Integralini bulmak ile y(a)=0 olmak
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Giris: Neden Sayisal Tiirev ve Integrale Gereksinimimiz Var

Dogrudan tlrevinin alinmasi veya integre edilmesi zor veya imkansiz olan karmasik
surekli fonksiyonlarin ¢6zim
Cogunlukla deneysel verilerin islenerek dizenlenmesi icin

= @rnegin; ivme verisi 6lcebilen bir sensérimuz var hiz ve konum verilerine ulasmak
istedigimizde sayisal integrasyona ihtiyacimiz olur.



Giris: Bu Bolumde Tartisacagimiz Konular

Newton-Cotes integral Formdlleri

= Trapez (Yamuk) Kurali

= Simpson’in 1/3 Kurali

= Simpson’in 3/8 Kurali

Esitliklerin Integrali

= Romberg integrali

= @Gauss Kareleme

Sayisal Diferansiyel

= Yuksek dogrulukta diferansiyel formdller
= Richardson Extrapolasyonu



Newton-Cotes Integral Formiilleri

Newton-Cotes integral Formdlleri

= En yaygin sayisal integral semalaridirlar

= Karmasik integralleri veya tablo halinde verilerin integrasyonunda kullanilir.

= Integre edilecek fonksiyonun yerine yaklasik fonksiyonun yazilmasi yéntemi ile calisir.
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[ = f F(x)dx = f £ () dx
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Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez (Yamuk) Kural

fn(x) =ap+ax+-+a,_x"+ax" (%)

Trapez Kurali, (*) ile numaralanmis denklemde n=1 iken yani diiz bir dogru
gecirilerek integral hesaplanmasi olarak ifade edilebilir.

[ = Lbf(x)dx ~ jabfl(x)dx



Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez (Yamuk) Kural

f() f(a)

) = f@+ (x - a)
= [f() f®) - f()(x_a)]
= o /@ IO

Seklindedir.
Trapez Kurali olarak isimlendirilir.




Trapez Kuralinin Tiiretilmesi

I"' [f()_l_f() f()(_)]
I—f f( ;_Z(a)x_I_f(a)_l_—af(Z)j‘aaf(a)] I
INJ f(b) — f(a) bf(a)—af(a)—af(b)+af(a) ;
= X
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Trapez Kuralinin Tiiretilmesi

~f (b) — f(a) (b* —a®) bf(a) —af(b)
- b—a 2 + b—a (b=a)

= (FO) ~ f@) 22 +bf (@) ~ af (b)

b b
[=f(B)5— f(@3+ f(B)5— f(@)5 +bf(a) - af (b)

= 10 (22 )+ -2
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Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez (Yamuk) Kurali

Aslinda elde edilen formul yamugun alan formuliinden baska bir sey degildir.

Daha saglikli sonuclar alinmak istendiginde tek bir dogru gecirmek yerine bilinen
degerler oraninda daha cok dogru gecirmek sonucu iyilestirir.
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Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez (Yamuk) Kural

Trapez kuralinda Hata;

E, = Lo b 3
a—_ﬁf (&) —a)

Eger, f(x) linear ise trapez kural
kesin degeri verir ancak f(x) bir
egri ise trapez kuralinin tekli
uygulanmasi cok buylk hataya
neden olur. Ornegin yandaki
sekilde goruldugu gibi
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Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez Kuralinin Coklu Uygulamasi

[a,b]’ye olan integral araligini alt araliklara bolerek trapez kuralini uygulama esasina
kuralin coklu uygulanmasi denilmektedir.

Sekildeki gibi n+1=6 noktam varsa n=5 adet araligim vardir.

b_
h=2"¢ 9 4
n

Sekle gore toplam integral;
X1 X2

- f(x)dx + f(x)dx + -+ fxn f(x)dx

X0 X1 Xn-1




Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez Kuralinin Coklu Uygulamasi

Her bir aralik icin trapez kurali uygulanirsa
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Uygun terimler bir araya getirilip dizenlenerek, asagidaki gibi tekrar yazilabilir.
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Newton-Cotes Integral Formuiilleri: Trapez Kuralinin Coklu Uygulamasi

Ornek:

f(x) = x?e~* fonksiyonunun integralini 1’den 2’ye kadar analitik ve sayisal olarak
bulunuz. Coklu trapez uygulamasi icin n=4 alin. Gercek hatayi ve tahmini hatayi
bulunuz.

Cozim: Analitik

- 2
I = f x’e *dx = —e *(x?* +2x +2)| =0.486
" 1



Newton-Cotes Integral Formuiilleri: Trapez Kuralinin Coklu Uygulamasi

Cozim: Sayisal

Cox fx) h_b—a_2—1_025
1 0,3679 -, T4 TV
1,25  0,4477 - n—1 |
1,5 0,5020 h
1,75  0,5322 I = > f(xp) +2 Z f(x) + f(xp)
2 0,5413 _ i=1 |
I =——10,3679 + 2[0,4477 + 0,5020 + 0,5322] + 0,5413 ] = 0,4841

Gergek Hata: (0.486 — 0,4841) = 100 = %0,1875
(b—a)3 n 12
i=1f (&)

12n3

Tahmini Hata: £, = —



Newton-Cotes Integral Formiilleri: Trapez Kuralinin Coklu Uygulamasi

f(x) = x%e

/() = 2xe7* — x?e~ e

f"(x) =2e™* —2xe™* — 2xe™* + x%e™*

1) = o (X% — 4% + 2) 1,125 -0,4007
_ 3 1,375 -0,4069

Tahmini Hata: £, = — (1912?3 ?zlf”(fi)
(1)3 1,625 -0,3661
Ea = — 12 = 43 * (_14781) —_ %0193 1,875 -0,3043

5 -1,4781



Simpson Kurallari

Hesaplamayi iyilestirmenin bir yolu olarak trapez kuralini sik araliklarla uygulamayi
onermistik.

Hesaplamayi iyilestirmenin bir diger yolu ise eger bilinen ara noktalar var ise daha
cok noktayi birlestirmek yani 2. dereceden veya 3. dereceden polinomlar
gecirmektir.

(%) 4 (%) 4

(a) (b)



Simpson Kurallari

(a) Simpson’un 1/3 kuralinin grafiksel gésterimidir. U¢ noktay: birlestiren paraboliin
altindaki alani kapsar.

(b) Simpson’un 3/8 kuralinin grafiksel gosterimidir. Dort noktayi birlestiren bir kiibik
polinomun altinda kalan alani kapsar.

(%) 4 £(x) 4

(a) (b)



Simpson’'in 1/3 Kurali

Simpson’in 1/3 kuralinda f(x) yerine ikinci dereceden interpolasyon polinomu yazilir.

= jabf(x)dx ~ fabfz(x)dx

[ = f(x_x "7 ) b I T ey 0 2T f(xz)>dx

Xog — X1 X9 — X X1 — XoX1 — X3 Xy — Xg X2 —Xq

Integral alinir ve gerekli islemler yaplllrsa

[ =— [f(xo) +4f(x1) + f(x2)]

Simpson’in 1/3 kuralinda kesme hata51

Eq = —mﬂ(f)(b a)’veya E, = ——f4(5)h5

Simpson’in 1/3 kurali sadece li¢c noktaya dayali bir formiil olmasma karsin, ucuncu
dereceden bir dogruluga sahiptir. Dolayisiyla ticiincli dereceden bir polinom i¢in kesin
sonugc verir.



Simpson’in 1/3 kuralinin tekli uygulamasi

Ornek: f(x) = x?e~* fonksiyonunun integralini 1’den 2’ye kadar Simpson’in 1/3
kuralinin tekli uygulamasi ile bulunuz Tahmini hatayi hesaplayiniz..

1 0,3679 ['=7 [f(xO) +4f(x1) + f(x2)]
1,5 0,5020 0,5

> o | [ = ? . [o 3679 + 4 * 0,5020 + 0,5413 | = 0,4862

1
E, = —— f4(€)h5 = %*(—0,39048)*0,55
YUzde tahmini hata %0,013



Simpson’in 1/3 kuralinin ¢coklu uygulamasi

Simpson kuralida integral araligi esit genislikteki alt araliklara boltinerek gelistirilebilir.
b—a

n

Toplam integral,
I = xxzf(x)dx + Lx4f(x)dx + -+ jxxn f(x)dx
Her bir aralik icin Simpson’in 1/3 kurali uygulanirsa
|
= 2 [F(x) + 4f () + FGo)] + 3 [F () + 41 () + FGx)] + -

h
+“§[f(xn—2)4'4f(xn—1)4'f(xn)]
Uygun terimler bir araya getirilip dlizenlenerek, asagidaki gibi tekrar yazilabilir.

h

n-1 n-2
I=2|fO)+4 ) fO)+2 ) FO5)+ fx)

IR

i=1,3,5 j=2,4,6




Simpson’in 1/3 kuralinin ¢coklu uygulamasi

Ornek: Asagidaki fonksiyonu kullanarak n=4 aralik icin
f(x) =0.2 + 25x — 200x% + 675x3 — 900x* + 400x°
fonksiyonun integralini a=0’dan b=0.8’e kadar tahmin edin. (integralin kesin degeri 1.640533

dir.)
X f0) | < < |
0 02 IEI|[fG+4 ) fa+2 ) )+ G
0,2 1,288 I 1=1,3,5 Jj=2,4,6 |
0.2

0,4 2,456 [ =—2[0.2 + 4(1.288 + 3.464) + 2(2.456) + 0.232]
0,6 3,464
0.8l 030 [ = 1.63467

Gergek hata E; = 1.640533-1.63467 = 0.017067

Yaklasik hata ise

(b—a) _,

B 180n*

Formiiliinden bulunur burada f* integral araligi icin dérdiincii tiirevin ortalamasidir.

E, = —



Simpson’in 1/3 kuralinin ¢coklu uygulamasi

Ornek devam:
f(x) =0.2+25x — 200x? + 675x3 — 900x* + 400x°
fA=(5*4+3%2)%x400+xx —(4*3x2%1)*900
f*=-2400
Yaklasik hata ise

(b-a)® - (0.8)°
E, = — = 2400) = 0.017067
a 180n* 180 + 4+ 2400) =




Simpson’in 3/8 Kurali

Simpson’in 3/8 kuralinda f(x) yerine ug¢tincu dereceden interpolasyon polinomu
yazilir.

b b
[ = f £ dx = J £.(0)dx
. a a
Integral alinir ve gerekli islemler yapilirsa

3h
o f (o) +3fCer) + 37 (x2) + f (x3)]

Simpson’'in 3/8 kuralinda kesme hatasi

1 3
Eq = _Mf4(€)(b — a)’veya E, = _%f4(€)h5

[ =



Simpson’in 3/8 Kurali

Simpson'in 3/8 kuralinda kesme hatasi

1 3
= —-— 4 — 5 — 4 5
Simpson’in 1/3 kuralinda kesme hatasi ise
1 1
_ _ "~  r4 5 _ _ "~ r4 5

Kesme hatalarinin paydalarina dikkat ederseniz 3 /8 kuralinin kesme hatasi1 daha
kuictuiktir. Dolayisiyla 3/8 kurali 1/3 kuralindan biraz daha dogrudur.

3/8 kurali Gictincti dereceden bir polinom icin kesin sonuc verir.



Ornek
Simpson’in 3/8 kuralini kullanarak asagidaki fonksiyonu m
a=0’dan b=0.8’e kadar tahmin edin 0 02
f(x) = 0.2 + 25x — 200x? + 675x3 — 900x* + 400x° !
(integralin kesin degeri 1.640533 diir.) 0,2667 1,4327
3h
= 2 [f () + 3 () +3fCe) + fxp)] 22333 34872
3%0.8/3 0,8 0,232
= 3 0.2 +3%1,4327 + 3 x 3.4872 + 0.232]
I =1.519170

Gergek hata E; = 1.640533-1.519170 = 0.1213630
Yaklasik hata ise;

1 (0.8)°
Eq=—as ()b - a)® = — 280

(—2400) = 0.1213630



Yuksek Dereceli Kapali Newton-Cotes Formilleri

TABLE 21.2 Newton-Cotes closed integration formulas. The formulas are presented in the
format of Eq. (21.5) so that the weighting of the data points to estimate the
average height is apparent. The step size is given by h = (b — a)/n.

Segments
(n) Points Name Formula Truncation Error
| 2 Tepezodalnle (b o) b Aal — (/12K
2 3 Simpson’s 1/3 le  (b—a) fixo + 4 ’l”"] * fol — (1/90)h°f*g)
3 4 Simpson’s 3/8 e (b— fixal + 3] g Stbeg] + flxs) — (3/80)h°fig)
4 5 Booles rule b ol /fxo) + 32f(x7) + 12(;3@3 + 32f[x3) + 7f(x4) _(8/945)HFOg
. 5 b— g 19flxal + 75fba) + 50f[x232 48—850f{x33 + 756 + 19f6l 1575 /19 006 F6e



Esit Olmayan Araliklarda Integral

Esit olmayan her bir aralik icin trapez kurali uygulanarak sonuclar toplanabilir.

Veri incelenerek belirli bolimlerine trapez kurali belirli bolimlerine uygun olan
simpson kurallarinda biri uygulanabilir.

x f(x) X f(x) 9 | 1/3 rule
0.0 0.200000 0.44 2842985 | 38 rule (N
0.12 1.309729 0.54 3.507297 AN
0.22 1305241 0.64 3.181929 . \
0.32 1 743393 0.70 2.363000 e %\
0.36 2.074903 0.80 0.232000 //4\
0.40 2 456000 \\\*%f\

//\
0 NN




Kath Integral

Ornegin bir yiizey fonksiyonunun altinda kalan alanin hesaplanmasi

fix, y)

d b b d
f ( f fix, y) dx) dy = f ( f fix, y) dy) dx



Kath Integral

Ornek: Ortalama sicakhig hesaplamak tzere, iki katli integralin kullanilmasi:
Isitilan bir diktortgen plakanin sicakhgi asagidaki fonksiyonla tanimlanmaktadir.
T(x,y) = 2xy + 2x — x? — 2y% + 72
Plaka 8 m uzunlugunda (x-boyutu) ve 6 m (y-boyutu) yiksekligindedir. Ortalama sicakligi hesaplayiniz.

Y

function I=simpl3(h,A) 0 o’ o8 (50 0t240+48 -
I = h*(A(L)+4*A(2)+A(3)) /6 !

end ‘

54 o!° & -0t 2(470} + 54 .

Veri=[0 40 48;54 70 54;72 o4 24]; ‘

for i=1l:1length (Veri) 72 & o2is (g 0y T2+ 20641+ 24 A

4 !

IT(1)=simpl3(8,Veri(i,:))
256 + 2(496) + 448

end , (6-0) - 2688
I K=simpl3(6,I);Alan=6*8;I=I K/Alan E




Odev

Newton-Cotes Formulleri

= Trapez (Yamuk) Kurali

= Simpson’in 1/3 Kurali

= Simpson’in 3/8 Kurali

icin bilgisayar algoritmasi

Gecen hafta topladiginiz ylruyds verisinin 1 periyodundaki veriyi kullanarak yldrime
hizi ve adim uzunlugunu gelistirdiginiz algoritmalari sinamak icin kullaniniz..



