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Giris
Bu bolimde daha 6nce inceledigimiz fonksiyonlardan farkl olarak, mihendislikte

salinim ve titresim yapan sistemlerin genel karakteristigini ifade etmek icin
kullanilan, sintzoidal fonksiyonlari inceleyecegiz.

Sinuzoidal fonksiyonlar, 1, cosx, cos 2x, ..., cosnx, sinx, sin2x, ..., sinnx seklinde
ifade edilebilen fonksiyonlarin genel adidir.

Fourier, yasadigi donemde (1768-1830) calistigi bir 1s1 problemini cozmek icin fourier
serilerini gelistirmistir. Boylece herhangi bir periyodik fonksiyonun sintisoidal
fonksiyonlarin toplami olarak elde edilebilecegini gostermistir.

Fourier analizi, hem zaman hem frekans tanim kiimesi ile ilgili bilgi vermesi

acisindan oldukca yararl bir aractir. Ancak lisans egitiminde yer almadigi icin
genellikle muhendislik 6grencileri konuya yabancidir.

Bu acidan hem kavramin matematiksel temelleri ile hem de mihendislikteki
uygulamalari ile ilgilenecegiz.

Bu konuyu 6grenmedeki amaclarimiz su sekildedir.



Bu bolimde 6grenmeyi hedefledigimiz konular

Sinlizoidal fonksiyonlari tanimak ve bu fonksiyonlarin egri uydurma icin nasil
kullanilabilecegini anlamak.

Verilere, sintisoidal bir fonksiyon gecirmek icin en kucuk kareler regresyonunu
kullanmak.

Periyodik bir fonksiyona Fourier serisinin nasil uydugunu bilmek.

Euler formuline dayanan sinusoidal fonk. ve karmasik tstel fonksiyonlara arasindaki
iliskiyi anlamak.

Frekans tanim kiimesinde matematiksel fonksiyonlari veya sinyalleri analiz etmenin
yararlarinin (yani, frekansin bir fonksiyonu olarak) farkina varmak.

Fourier integralini ve dontsimunun, Fourier analizini periyodik olmayan
fonksiyonlara nasil genisletebildigini anlamak.



Ogrenecegimiz Uygulamalar

Ayrik Fourier dontsimu (DFT-Discrete Fourier Transform) Fourier analizini ayrik
sinyallere nasil genislettigini anlamak.

Ayrik orneklemenin, DFT'nin frekanslari ayirt etme yetenegini nasil etkiledigini fark
etmek.

Nyquist frekansinin nasil hesaplanacagini ve yorumlanacagini 6grenmek.

Hizli Fourier dontsimunuin (FFT-Fast Fourier Transformation), veri uzunlugunun
ikinin katlari oldugu durumlarda, DFT'yi hesaplamak icin oldukca etkili bir arac
sagladigini fark etmek.

DFT ve FFT'yi hesaplamak ve sonuclari nasil yorumlayacagini anlamak icin MATLAB
fonksiyonunun nasil kullanilacagini bilmek .

Guc spektrumunun (Power Spectrum) nasil hesaplanacagini ve yorumlanacagini
bilmek.



Sinuzoidal Fonksiyonlar

(a)

o ] A

Sinusler ve kosinusler gibi trigonometrik

fonksiyonlarin yani sira, periyodik fonksiyonlar,

a) Kare dalga

b) Testere disi

c) Ideal formlarin disinda resimde goruldigi gibi ideal
olmayan bir periyodik fonksiyon

d) Gurualtd iceren bir periyodik fonksiyon

Yukarida sayilan fonksiyonlarin tamamini ve daha bir

cogunu trigonometrik fonksiyonlar kullanarak ifade

edebilir ve analiz edebiliriz.
Bir fonksiyon f (t) asagidaki gibi ifade edilebiliyorsa

periyodiktir.

f@)=ft+T7)
Burada T fonsiyonun degerini en kicuk tutan bir
sabittir ve periyot olarak isimlendirilir.



Sinusoidal Fonksiyonlar
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Siniis ve kosiniislerden olusan herhangi bir dalga formu
siniizoidal olarak i1simlendirilir:
f(t) = Ay + Cq cos(wyt + 0)
Bir sinlizoidali karakterize eden dort parametre vardir.
Ortalama Deger A, apsisten Olculen ortalama ytikseklik
deger.
Genlik C; dalganin yiiksekligini tanimlar.
Acisal Frekans a, dongiiniin ne kadar siklikla tekrar
edecegini karakterize eder.
Faz agis1, yada faz kaymas: 6, siniizoidin yatayda ne kadar
kaydiginmi gosterir.
Acisal frekans @y, (rad/zaman) ile frekans (¢cevrim/zaman)
arasinda asagidaki baglanti vardir.
wo = 21f

Frekans ile periyot T (sn.) ile iliskilidir.

f=1/T



Sinuzoidal Fonksiyonlar

Faz farki kavramini grafiksel
) gosterimi
gecikme faz acisi ve
llerleme faz acisi
(a)’daki gecikme alternatif olarak
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Diger bir deyisle, eger bir egri a'nin
gibi bir acisi ile gecikiyorsa, ayni
zamanda 2 — aileilerleme faz
(b) acisi olarakta temsil edilebilir.

~ Y




Sinuzoidal Fonksiyonlar

f(t) =Ay+ Cqycos(wyt + 6)
Yukarida gosterdigimiz sinuzoidallerin genel formu matematiksel olarak yeterli olsada
egri uydurma konusuna gecmeden ayni formun alternatif bir formunu elde etmemiz
gerekmektedir.
C; cos(wot + ) = C1|cos(wyt) cos(B) — sin(w,yt) sin(O)]
f(t) =Ay + Ay cos(wyt) + By sin(wyt)
Burada

B
A, =Cycos(0);B; = —C;sin(0); 6 = arctan (— A—1> ;Cy = \/A% + B
1




Sinuzoidal Fonksiyonlara En Kucuk Kareler Regrasyonu ile Egri Uydurma

Siniizoidal fonksiyonlara egri uydururken dogrusal fonksiyonlara egri uydurma
yaklasimimizi kullanabiliriz.

y = Ag + A1 cos(wyt) + By sin(wyt) + e

Y = QgZy + Q1Z1 T+ AyZy + -+ aQpZy T €
Yukaridaki ik1 denklem arasinda paralellik kurarsak;

zy = 1;z; = cos(wyt); z, = sin(wyt)

Bizim amacimiz dogrusal egri uydurmada oldugu gibi asagidaki fonksiyonu
minimize ederek burada da katsayilar1 (4,, A; ve B;) belirlemek.

N
S, = Z{yi —[Ag + A, cos(wgt) + By sin(wyt)]}?
=1



Sinuzoidal Fonksiyonlara En Kucuk Kareler Regrasyonu ile Egri Uydurma

N
S, = E{yi — [Ay + A4 cos(wyt) + By sin(wyt)]}?
i=1

Miniminasyonu saglayan denklemleri matris formunda yazarsak;

N Y .cos(wyt) Y:sin(wgyt) 1 (4, Yy
Y.cos(wyt) Y cos?(wqt) Y.cos(wot)sin(wyt) {Al} = <Y ycos(wyt)
Ysin(wot) Ycos(wot)sin(wyt) Ysin?(wot) | \B1 Yysin(wgt)

Bu denklem ¢6ziilebilecegi gibi, bunun yerine At esit araliklarinda toplam T = (N — 1)At
zamani boyunca N adet verinin oldugu 6zel durumu inceleyebiliriz.
Ysin(wet) 0 Y.cos(wot) 0

N " N
Y, sin®(wot) 13X cos?(wot) 1 e
N 27 N 2
Y.cos(wot)sin(wet)

0

N



Sinuzoidal Fonksiyonlara En Kucuk Kareler Regrasyonu ile Egri Uydurma

Bu durumda miniminasyonu saglayan denklemlerin matris formu asagidaki gibi olur;

N 0 O{Ao}f Yy )
= <

0 N/2 0 {4, Yycos(wyt) ¢
_0 0 N/Z_ B, KZySin(th))
Bu denklemlerin ¢6ziimii ile
2.y 2Y.ycos(wot) 2y ysin(wot)
AO — —;Al — ;Bl —
N N N

Olarak bulunur.



Ornek

Hem ayni denklemin farkl bicimlerde tanimlanabilecegini hem de egri uydurma algoritmasinin
pratigini gormek acisindan gercekte bildigimiz asagidaki fonksiyonu kullanarak veriler Gretelim ve bu

verilere egri uyduralim.
y = 1,7 + cos(4,189t + 1,0472)

Dy 2Yycos(wot) 2y ysin(wot)
AO = -, A1 == ) Bl ==
N N N
0 22000 2,2000 0,0000 17,0004 2 %25011
0,15 1,5954 1,2907 0,9378 Ay = T 1,7, A1 = 10 =0,5;
03 1,0308 0,3185 0,9804 2 % (—4,3303)
0,45 0,7218 -0,2231  0,6865 B, = 1(’) = —0,866

0,6 0,7865 -0,6364 0,4622 _
075 12001 -12001 -00002 y = 1,7 + 0,5 cos(4.189t) — 0,866 sin(4.189t)

09 18047 -14598 -10611 Buradan orijinal denkleme donmek istersek;

1,05 2,3693 -0,7317 -2,2535 —0,866
1,2 2,6782  0,8283 -2,5469 6 = arctan| — 05 |~ 1.0472
)

1,35 2,6134  2,1147 -1,5355
C, = /A% + Bl2 =1
D= 17,0004  2,5011 -4,3303




Surekli Fourier Serileri

Daha 6nce bahsettigimiz gibi Fourier, Uzerinde calistigi i1si akisi problemlerini
incelerken, herhangi bir periyodik fonksiyonun, harmonik olarak iliskili frekanslarin
sonsuz bir dizi sintzoidi ile temsil edilebilecegini gostermisti. Bunu matematiksel

olarak ifade etmek istersek;

T periyodu ile bir fonksiyon icin surekli bir Fourier serisi su sekilde yazilabilir:
f(t) = ay + a; cos(wyt) + by sin(wyt) + a, cos(2wyt) + by sin(2wgt) + -+

Kapali formda daha okunur sekilde yazacak olursak

f(t) =ay+ z aj cos(kwgt) + by, sin(kwgt)
k=1



Surekli Fourier Serileri

Asagidaki denklemin katsayilarinin bulunusu icin kitapta kutu 19.1 (box.19.1)" e
bakilabilir.

(0.0)

f(t) =ay+ z ay cos(kwgyt) + by, sin(kwyt)
k=1
Biz burada ispatini vermeksizin;

T T T
ay = ;ff(t)dt;ak = ;jf(t) cos(kwyt) dt; by, = %ff(t) sin(kwyt) dt
0 0 0

Seklinde oldugunu bilmenizi istiyoruz. Burada w,=27T temel frekans (fundamental
frequency) ve onun sabitlerle carpimi 2 @,, 3@,, VS., harmonikler (harmonics) olarak
adlandirilmaktadr.



Ornek

Asagidaki kare formdaki dalga fonksiyonuna yaklasmak icin Fourier serilerini kullaniniz.
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clc;clear all;T=1,;k=1;

for t:—T/ZZ0.0liT/2 Ornek devam

if t<-T/4 || t>T/4
f(k)=-1;

else

1.5 T T

end
k=k+1;
end
plot(f, '-r', '"Linewidth',2) ;hold on;
F=zeros(1,101);t=[-0.5:0.01:0.5],;n=0;
for n=0:10
for 3=1:10
1f j==4*n+l
ak=4/7/pi;
elseif jJ==4*n+3
ak=-4/3/pi;
else

ak=0; 0 20 40 60 80 100 120
end
F=F+ak*cos (]J*2*pi*t) ;plot (F),hold on;
end
end



Frekans ve Zaman Bolgesi

f@ 4 Cok asina olmamamiza ragmen, frekans
- /&

b) ﬂR N\ tamim bélgesi (frequency domain) salinan
N fonksiyonlarin davranisini karakterize

etmek 1¢in alternatif bir perspektif sunar.
Genlik zamana karsi ¢izilebildigi gibi, ayn1
zamanda frekansa kars1 da ¢izilebilir.
Boyle bir grafikte, f(t) egrisinin biiylikligi
veya genligi bagimli degisken iken zaman t
ve frekans f=w,/2 7 bagimsiz degiskenlerdir.
Boylece, genlik ve zaman ekseni zaman
diizlemini (time plane), ve genlik ve frekans
_ eksenleri de frekans diizlemini (frequency
e - plane) olusturmaktadir.

(a)

Amplitude
o O
o ﬁ—b

(©) (d)



Fourier Integrali ve Doniisiimii

Fourier serileri periyodik bir fonksiyonun spektrumunu arastirmak icin yararh bir
ara¢c olmasina ragmen, kendini strekli tekrar etmeyen dalga formlari icin gecerli
degildir.

Ornegin simsek cakmasi sonucu olusan sinyal ya kendini tkrar etmez yada belirsiz
araliklarla tekrarlar ancak olusturdugu sinyalin strekli bir frekans spektrumu vardir
ve etkilerinin bilinmesi acisindan hesap edilmesi gerekir.

Fourier integrali, bu tir kendini tekrar etmeyen sinyallerin, surekli frekans
spektrumunu hesaplamak icin 6nemli bir aractir.



Fourier Integrali ve Doniisiimii

)= ) Geelken
k=—0o0
. T/2
=g | f@etentdr
~T/2
_ T =04,
Wy = 7 =0,1,2, ...

Periyodik bir fonksiyondan periyodik olmayana gecis,periyodun sonsuza yaklasmasi
saglanarak elde edilebilir. Boylece Fourier serisi asagidaki forma indirgenebilir.

1 ¢ |
F&) = j F(iwg)ei@otduw,



Fourier Integrali ve Doniisiimii

co

1 , .
ft) = F(iwg)e'“*tdwy
Buradaki katsayilar, asagida yazildigi gibi frekans degiskeninin, w’nin stirekli bir
fonksiyonudur.

F(iwgy) = jf(t)e‘iwotdt

F(iwg) fonksiyonu, f(t)'nin Fourier integrali veya Fourier déntsim adi verilir. Bu
tanim geregi f (t)’ye de ters Fourier donisiimi denilmektedir. Dolayisiyla bu iki esitlik
Fourier donusum cifti olarak adlandirilir ve periyodik olmayan herhangi bir sinyal icin
zaman ve frekans bolgesi arasinda ileri ve geri dontisim yapmamiza olanak verir.



Ayrik Fourier Donusimu

f@)i

Miihendislikte, fonksiyonlar cogu zaman
sonlu ayrik degerler kiimeleriyle temsil edilir
ve genellikle bu tiir bir ayrik formatta
toplanir veya doniistiiriilir.

0 ila t arasindaki bir aralik, At = T /
N genigliklerine sahip N adet esdeger alt-
araliklara boliinebilir.

Dikkat ederseniz, veri noktalar1 n =
0,1,2,..., N — 1 seklinde taméimlanmistir. Bu

veriler arasinda n = N yoktur.
N-1

FR—an “lwon f = 0'dan N — 1'e

N

1
=—E elwom = 0'dan N — 1’
N_ n an e



Hizli Fourier Donusumu

FFT, islem sayisini azaltmak icin 6nceki hesaplamalarin
sonuclarini kullanarak, DFT'yi son derece ekonomik
(hizh) bir sekilde hesaplamak icin gelistirilmis bir
algoritmadir.

FFT, yaklasik Nlog2 N islem ile donlsimU hesaplamak
icin trigonometrik fonksiyonlarin periyodikligini ve
simetrisini kullanir. Boylece N = 50 numune icin, FFT
standart DFT'den 10 kat daha hizlidir. N = 1000 icin,
yaklasik 100 kat daha hizhdir.

= Sande-Tukey Algoritmasi

= Cooley-Tukey Algoritmasi

A

'
'
1 '
2000 ’
'
'
'

DFT(-~N?)

1000

Operations

Y

Samples



Guc Spektrumu

Adindan da anlasilacagi gibi glic spectrumu sinyalin glicinin analizinde kullanilr.

Matematiksel olarak zaman tanim kiimesinde bir sinyalin glict asagidaki gibi ifade

edilebilir.
T /2

1
P== j f%(t)dt
T
~T/2
Bu bilgiye ulasmanin baska bir yolu ise her bir frekans bileseni yardimiyla gticu
hesaplayarak frekans tanim bolgesinde ifade etmektir.

T/2 o)
1
=z | P@d= ) IRP
—~T/2 k=—o0

gosterilebilir.



Ornek

Temel Bilgi. Fourier analizi mtuhendisligin bircok alaninda kullanilir. Ancak

ornegin sinyal isleme gibi elektrik mthendisligi uygulamalarinda yogun olarak
kullanilmaktadir.

Johann Rudolph Wolf glines yuzeyindeki her bir lekeyi ve leke grubunu

saymak suretiyle glines aktivitesini (etkinligini) degerlendirmek icin 1843’de

bir yontem gelistirmistir. Yonteminde; gruplarin sayisinin 10 kati ile tek tek lekelerin
toplam sayisini toplamak yoluyla elde edilen ve Wolf glines lekesi sayisi

diye bilinen bir sayi hesaplamistir. Bu sayiyla ilgili kayitlar 1700 yilina kadar
gitmektedir. Daha Onceki yillara kayitlara dayanarak Wolf, cevrimin uzunlugunun
11.1 yil oldugunu hesaplamistir.

= Verileri zamana bagli cizin
= Bu verilere hizli Fourier transformu uygulayin (FFT)
= Periyoda karsi guc grafigi gelistirerek periyodu belirleyin.



. close all;clc;
Ornek load sunspot.dat
y=fft (sunspot(:,2));

v(l)=[ 1;
n=length (y);
power=abs (y(l:floor(n/2))) ."2;

nyquist=1/2;

freg=(l:floor(n/2))/ ((n/2))*nyquist;

period=1./freq;

index=find (power==max (power) ) ;p=period (index) ;
figure;plot (sunspot(:,1),sunspot(:,2),'"'-r',"linewidth',2);
title('Yillara gdore Wolf gunes lekesi sayisi');
figure;plot(real(y(l:flooxr(n/2))), '-b', 'linewidth', 2);
ylabel('Frekans');xlabel('@rnek Saylisinin Yarisi');
title('FFT''nin gercek kismi')

figure;plot (period, power, '-g', 'linewidth',2);

vlabel ('Guc'") ;xlabel ('Periyot (yail) ") ;

title('Wolf gunes lekesi sayisi 1¢in guc¢ spektrumu')
disp('Cevrim Uzunlugu'),disp (p)



Ornek

Yillara gore Wolf guines lekesi sayisi FFT'nin gergek kismi
200 T T T T T 3000 T T
180 7
2000 7
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140 F “ - 1000 n
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n 0 7
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Ornek

, X 107 Wlolf gunes IIekesi sayES| icin gi]glt spektrun‘ru %108 | Wolf gij||1e§ Iekesilsay|3| icin gug spektrumu
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Egri Uydurma icin Hazir Paket Programlar

TABLE 19.1 Excel built-in functions related to regression fits of data.

Function Description

FORECAST Returns a value along a linear frend

GROWTH Returns values along an exponential trend
INTERCEPT Returns the intercept of the linear regression line
LINEST Returns the parameters of a linear trend
LOGEST Returns the parameters of an exponential trend
SLOPE Returns the slope of the linear regression line

TREND Returns values aleng a linear trend




Egri Uydurma icin Hazir Paket Programlar

TABLE 19.2 Some of the MATLAB functions to implement interpolation,

regression, splines, and the FFT.

Function Description

polyfit Fit polynomial to data

interpl 1-D interpolation (1-D table lookup)
interp?2 2-D inferpolation (2-D table lookup)
spline Cubic spline data interpolation

fft Discrete Fourier transform




