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Ara Deger Bulma

Interpolasyon: Verilerin cok hassas olarak bilindigi durumlarda tim noktalardan
gecen egri uydurmaktir.

lyi bilinen ayrik noktalar arasindaki ara bir degerin karsihgindaki degeri bulmak icin
kullanilir.

= Termodinamikte buhar tablolari

= Sicaklik - yogunluk iliskileri

Polinom interpolasyonu: n+1 noktadan gecen, n. dereceden polinomun
belirlenmesi olarak ifade edilebilir. Bu polinom belirlendikten sonra ara degerler
kolaylikla hesaplanabilir.

Serit (Spline) interpolasyon: alternatif bir yaklasim olarak, n+1 veri noktasina n.
dereceden polinom gecirmek yerine veri noktalarinin alt gruplarina daha disuk
dereceli polinomlar uygulamaktir.



Polinom Interpolasyonu

Polinom interpolasyonu: n+1 noktadan gecen, n. dereceden polinomun belirlenmesi
olarak ifade edilebilir. Bu polinom belirlendikten sonra ara degerler kolaylikla
hesaplanabilir.

= Newton’un Béliinmiis Fark interpolasyon Polinomlari.

= Lagrange interpolasyon Polinomlari.



Polinom Interpolasyonu

Polinom interpolasyonu ornekleri:
Birinci derece (dogrusal) 2 veri noktasini baglhyor,
Ikinci dereceden (karesel ya da parabolik) 3 veri noktasini bagliyor, ve
Uclincli dereceden (kiibik) 4 veri noktasini bagliyor.




Newton’un Bdliinmus Fark Interpolasyon Polinomlari

Newton’un Béliinmis Fark interpolasyon Polinomlari (NIP) en yaygin kullanilan ve en
kullanish yontem olarak bilinmektedir. Genel formuliu vermeden, 1. dereceden ve 2.
dereceden polinomlari konusacagiz.
Dogrusal Interpolasyon (1. derece)
= Dogrusal interpolasyonun grafiksel gosterimi.
= Golgeli alanlar, benzer Gggenleri gbéstermektedir.
= Benzer Gc¢gen kuralindan asagidaki

dogrusal interpolasyon formuli cikmaktadir.

fara(x) — f(x0) _ f(x1) — f(xo)

X — X X1 — Xg

“fAra(x) = f(xo)J(xl)_f(xO)(x — Xo) “

X1—Xq




Dogrusal Interpolasyon Ornek

X f(x) Yandaki tablo’da f (x) fonksiyonunun x = 1 ve x = 4 icin
degerleri verilmektedir. x = 2 icin fonksiyonun degerini

' ° hesaplayiniz.

4 1,386294
Not: fonksiyonun x = 2 i¢in gercek degeri f (x) =
0,693147

Cozum:

fx)-f
fara(0) = f (2) #2220 (x — xp)
fara(¥) = 0 + =222 = 1)=0,462098

4

0,693147-0,462098
0,693147

Gercek Hata Yuzdesi ¢ = X 100 = %33,33



Newton’un Béliinmus Fark interpolasyon Polinomlari

Karesel ya da parabol interpolasyon (2. derece)
= Karesel interpolasyonun grafiksel gosterimi. £(x). Ho(x)
= Uc noktadan bir parabol gecirebiliriz. A

fAra(x) — b() + b1 (x — xO) - b2 (x — xo)(x _ xl) f(x3)

fara(x) = ag +a;x + apx?
Bir parabol yukaridaki gibi iki farkli sekilde
ifade edilebilir f(xy)




Newton’un Béliinmus Fark interpolasyon Polinomlari
fara(x) = bg + by(x — x) + by (x — x0) (x — x1)
Yukaridaki denklemi acarsak
farq(x) = by — byxo + byxgxy + byx — byxox — byxyx + byx?
Dlzenleyelim
fara(x) = (bo — bixo + byxox1) + (by — byxg — byx1)x + byx?
fara(x) = ag + a;x + azx?
Iki denklemin katsayilari su sekilde esit olur.
Ay = by — b1xg + byxgx4
a; = by — byxg — byxq
a, = b,



Newton’un Béliinmus Fark interpolasyon Polinomlari

[lk denklemdeki katsayilar

bO = f(xo) f(x), f(x)
. fG) — f(xo) *
| =
X1 — Xo !
fO) — f(x)  fx1) — f(xo) oy ] DRSS S S e
X2 —Xq X1 — Xo :

b, =
2
Xy — X




Karesel ya da Parabol Interpolasyon Ornek

X f(x) Yandaki tablo’da f (x) fonksiyonununx =1, x =4vex =6

) 5 icin degerleri verilmektedir. x = 2 icin fonksiyonun degerini
hesaplayiniz.

4 1,386294

Not: fonksiyonun x = 2 igin gercek degeri f (x) = 0,693147
6 1,791759




Karesel ya da Parabol Interpolasyon Ornek Céziim

X f(x) bo = f(x0) =0
X — X

1 0 b, = fa) = /(o) _ 0,4620981

4 1,386294 X1~ %o

6 1,791759

fO) —f(x)  flx1) —f(xe) 1,791759 — 1,386294
P T — — 0,4620981
b, = = = —0,0518731
Xy — Xg 6—0

fara(x) = by + by (x — x¢) + by (x — x¢)(x — x1)

fara(2) = by +b;(2—-1)+b,(2—-1)(2 —4) = 0,565844

0,693147—-0,565844
0,693147

Gercek Hata Yiizdesi ¢ = X 100 = %18,4



Newton'un Boliinmiis Fark Interpolasyon Polinomlarinin Genel Formu

fara(x) = bg + by (x — xg) + -+ + by (x — x0)(x — x1) = (X — Xp—1)
by = f(x0)
by = flx1, %]
b, = flx2, x4, X0}

bp = flxn Xn_1, -+, %2, %1, X0}
Burada

f[xuxj] = AC J05)

Xi — X;i

)



Genel Interpolasyon Formu Ornek

_ﬂ_ Yandaki tablo’da f (x) fonksiyonununx =1,x =4,x =5

1 0 ve x = 6 icin degerleri verilmektedir. x = 2 icin

4 1,386294361 fonksiyonun degerini hesaplayiniz.

5 1609437912 Not: fonksiyonun x = 2 i¢in gercek degeri f (x) = 0,693147
6 1,791759469
i X; f(x;) First Second Third
0 X0 fo) —— flx1, xo] — flxo, x1, 0] —— f[x3, x2, x1, x0]

] X1 Jf[}{]] 4 Jf[EQ, K'] 4 J’f[.}igr X3, :-f:]] _F—f""’—,'

2 X2 ) —% flxs, xo] —>

3 X7 JI[KE;] 7




N
Genel Interpolasyon Formu Ornek

X; f(x;) First Second Third

LT

X0 flxg) ———» f[x1, xo] ——» f[x2, x1, x0] ——— f[x3, x2, x1, X0]
X] fxi) o, x1] =% flxa, x2, x1]

X2 flxg) _— ; flx3, xo] _—>

X3 flxs) ___—»

Lo RO — D

f(x) Birinci ikinci Uglincii f(AraDeger)
0 1 0 0,46209812 -0,059738642 0,007865529

1 4 1,386294361 0,223143551 -0,020410997
2 5 1,609437912 0,182321557
3 6 1,791759469

AraDeger |2 0 r 0,46209812 '0,119477285 ,0’047193174 0,628768579

0,693147-0,628768579
X 100 = %9,3
0,693147

Gercek Hata Yuzdesi & =



Newton'un Boliinmiis Fark Interpolasyon Polinomlarinda Hata

NIP’nin yapisi taylor serisi acilimlarina cok benzerdir.
Formuldeki sonlu farklar yiksek dereceli tirevleri temsil eder.
Kesme hatasi TS'de oldugu gibi hesaplanabilir.

7
R, = (1 D! (xipq — )™ TSicin
()
R, = T D) (x—x)x—x) - (x—x,_Dx—x,) x,<¢&<x,

Ancak Fonksiyon bilinmemektedir.

Ry, = flx,xp, %51, x5, %1, X1 (6 — x0) (x — 1) -+ (6 — x5, ) (x — x,)
Fonksiyon bilinmedigi icin, eger ek bir veri noktasinin degeri biliniyorsa hata tahmin
edilebilir.

Rn = [xn+1) xn) xn—]_; Yy xz, x]_; x()](x _ x())(x _ xl) Tt (x _ xn—l)(x — xn)

Ry = fny1(x) — fn(x)



Ornek

Asagidaki tabloda verilen verilere gore, 1.,2. ve 3. derece NIP’lari kullanarak f(2.8)’i

bulunuz. Hesaplanacak degerin mumkun olan en iyi duyarliligi icin verilerin
siralanisini dizenleyiniz.

Onceki slayt’da bulunan hata ifadesini kullanarak, her bir tahmin icin tahmini
hatayi belirleyiniz.

f(x) 2 8 14 15 8 2



D°f Df D*f
8,81 1,0119 1,8477
7,292 -0,651
-6,25

. Derece Pol. icin f;(2.8)
. Derece Pol. icin f5(2.8)
. Derece Pol. icin f3(2.8)
. Derece Pol. icin f,(2.8)

. Derece Pol.

. Derece Pol.

. Derece Pol.



Lagrange Interpolasyon Polinomlar:.

Lagrange interpolasyon polinomlari Newton interpolasyon polinomunun yeniden
formillestirilmis seklidir. B6lunmus farklarin hesaplanmasi gerekmez. Ozet olarak su
sekilde ifade edilebilir.

) = ) LiGOf ()
1=0

Burada,
n

X — Xj
Li(x) = 1_[ —
=0 Xi Xj
JE!




Lagrange Interpolasyon Polinomlar: Ornek

X f(x) Yandaki tablo’da f (x) fonksiyonununx =1, x =4vex =6
icin degerleri verilmektedir. x = 2 icin fonksiyonun degerini
1 0 . .
bu kez de Lagrange interpolasyon polinomlari kullanarak
* 1386294 yirinci ve ikinci derece icin hesaplayiniz.
6 1,791759  Not: fonksiyonun x = 2 i¢in gergek degeri f (x) = 0,693147
(oziim
1
) = D Lif G0 = LoGOF () + LS ()
Burada, =

X — Xj X—x 2—4 xX—x9 2-—1
)= | | ihe® = = @) = =i

]-'/—'l

2—4 2—1

fi(x) = ZL COf () =T 0+ 57—

- 1,386294=0.462



Lagrange Interpolasyon Polinomlar: Ornek
Ikinci derece i¢in ¢6ziim
2

fa(x) = z Li(x)f(x) = LoCx)f (o) + Ly (x)f (1) + La(x) f (x2)
1=0

Burada,
L()_ﬁx—xj- Ly 2T42=6 o 2-12-6 2
R B I T I T R U BT
J#i
X—Xg X—X 2—1 2—-4 1
Lz(X)= O- 1: . —

X —Xg X, —X7 6—1 6—4 5

2
2
fo(x) = z Li(x)f(x;)) =0+ 3 1,386294 —1/5%1,79=0.56
=0



Serit (spline) interpolasyon 9

Serit (Spline) interpolasyon: alternatif bir yaklasim olarak, n+1 veri

noktasina n. dereceden polinom gecirmek yerine veri noktalarinin 0
alt gruplarina daha disuk dereceli polinomlar uygulamaktir.

fix)
Sekilde a’dan b’ye 2,3. ve 4. dereceden serit interpolasyon
ornekleri gorulmektedir. Ancak bu ornek icin en uygun serit
interpolasyonunun 1. dereceden oldugu d sikkinda goérilmektedir. ;
Ornek: Birinci Dereceden Serit: Verideki her iki nokta arasina bir o)

dogru gecirmek anlamina gelir. Asagida verilen veriler icin x=5’de
fonksiyonun degerini bulunuz.

X f(x) .
2,5

3 fix)
4,5 1
7 2,5
0
(d)

9 0,5




Ornek Devam

X f(x) Aradigimiz deger fonksiyonun @x=5 degeri

. 252 Bu deger tabloda 4,5 ile 7 arasinda olmali, bu iki deger arasina dogru
4,5 1 gecirirsem dogrunun egimi

7 2,5 25—1 15 3

o 05 M= 45 25 5 X0

Simdide buldugumuz dogru lzerindeki 5 noktasinin degerini
hesaplayalim.

_fG) -1 )
0,6 = E=7% = f(5)=1,3




[kinci Derece Serit

Sekil gdsterimin daha iyi anlasilmasini saglamak icin cizilmistir.

£(x) 4 ag + byx + 4 Dikkat ederseniz n+1 adet nokta,
a, X’ + byx + ¢, n adet aralik vardir.

Her bir aralik icin hesaplanmasi
gereken (a, b ve c) katsayilari
oldugu icin 3n adet bilinmeyen
vardir.

Bu 3n adet bilinmeyeni
hesaplamak icin 3n adet
denklem yada kosul yazilmasi
gerekir.

f (3’3]

-F:IIXE == bl..f’i'+ ]

_Interval 1 | Interval 2 | Interval 3

Y




[kinci Dereceden Serit

Ic diguim noktalarinda birbirine komsu noktalarin degerleri birbirine esit olmak
zorundadir. Bu kosul asagidaki sekilde ifade edilebilir.
Ai—1Xf 4+ bi_gxiq +ciq = f(xi-1)
a;xf 4+ bix;_q +c¢; = f(xi—y) i =2,..,n=2n— 2 denklem
Ik ve son fonksiyonlar uc noktalardan gecmek zorundadir. Bu iki denklem verir.
a,x§ + bixo + ¢1 = f(xo)
. AnXf; + by + ¢ = f ()
Ic diigim noktalarinda birinci tlrevler birbirine esit olmak zorundadir.
f'(x) =2ax+b
Olur, boylelikle bu kosul genel olarak soyle yazilabilir
2a;_1Xi—1 + bj—y = 2a;x;_1 + b;
IIk noktada ikinci tiirevin sifir oldugunu varsayabiliriz.
a; =0

Bu kosullarda toplam denklemsayisi= 2n—-2+4+24+n—-14+1=3n



Ornek

X f(x)
3 2,5
4,5 1

7 2,5
9 0,5

Bir onceki 6rnek veriye yine x=5’deki fonksiyon degerini bulmak icin
ikinci dereceden serit geciriniz.
Cozim:
ai—lxi2—1 +bi_1%i_1 + ¢ = f(xi21)
a;xf 1+ bixi_1 +c¢; = f(xi_y) i = 2,3 = 4 denklem

a;x? + byx; + ¢, = f(x;) = 20,25a; +4,5b; +¢; =1
a,x? + byx; + ¢, = f(x;) = 20,25a, + 4,5b, + ¢, = 1
ayx% + byx, + ¢, = f(x,) = 49a, + 7b, + ¢, = 2,5
asx? + byx, + c3 = f(x,) = 49a; + 7bs + c3 = 2,5



Ornek

X f(x)
3 2,5
4,5 1

7 2,5
9 0,5

Cozum Devam:
a,x§ + bixo + ¢1 = f(xo)
anXs + bpxy + ¢ = f(xn)
a;x& + byxg + ¢y = f(x9) = 9a; +3b; +¢; = 2,5
asx? + byxs + c3 = f(x3) = 8laz + 9b; +¢c3 = 0,5
2a;_1Xi_1 + bj_1 = 2a;x;_1 + b;ji = 2,3 = 2 denklem
2a,x1 + by = 2a,xy + b, = 9a, + by = 9a, + b,
2a,x, + b, = 2a3x, + b3 = 14a, + b, = 14a5 + b,
a; =0
a; = 0 olarak bilindigini gore diger sekiz degisken sekiz denklemin
cozumu ile bulunur.



Ornek’in Devami

45 1 0 0 0 0 0 07 [ 1
D 0 2025 45 1 0 0 0|]q 1
00 49 7 1 0 0 0f}a 2.5
00O 0 0 0 49 T 1||& 2.5
3 1 0 000 0 0 0|)lelT]25
O 0 0 0 0 81 9 1]]|a 0.5
1 0 -9 -1 0 0 0 0!]m 0

000 M 1 0 -14 -1 0] |a

These equations can be solved using techniques from Part Three, with the results:
J|=|:| f.l']:—] -l‘_"]=5.5
s — (.64 .E}_g = —6.76 iy 18.46
d1 = —1.6 m = 24.6 Oy = —91.3

which can be substituted into the original quadratic equations to develop the following
relationships for each interval:

filx)=—x+5.5 3III_: - < 4.5
f(x) =0.64x> —6.76x+ 1846 45<x<T7.0
fiix) = —1.6x° + 24.6x — 91.3 T0<=x=90

When we use £, the prediction for x = 5 is, therefore,

£(5) = 0.64(5)° — 6.76(5) + 18.46 = 0.66



Kubik Serit 4n bilinmeyen

I¢c diigiim noktalarinda birbirine komsu noktalarin degerleri birbirine esit olmak
zorundadir. Bu kosul asagidaki sekilde ifade edilebilir.

i =2,...,n = 2n — 2denklem

Ilk ve son fonksiyonlar uc noktalardan gegcmek zorundadir. Bu iki denklem verir.
i =2,....,n = 2n — 2 denklem

Ic diigiim noktalarinda birinci tiirevler birbirine esit olmak zorundadir.
i =2,....,n—=>n—1denklem

I¢c diigiim noktalarinda ikinci tiirevier birbirine esit olmak zorundadir.
i=2,...,n—=>n—1denklem

Ilk noktada ve son noktada ikinci tirevin sifir oldugunu varsayabiliriz. (2 denklem)
Toplam Denklem Sayisi: 4n, Bu denklemler ¢ézllerek bilinmeyenler bulunur.



Kiibik Serit Interpolasyon

Kibik serit interpolasyonu sadece ilgilendigimiz aralik icin gelistirebiliriz. Turetilmesi icin kitabinizin
ilgili bolimunde ek bilgiye ulasabilirsiniz.

fi(x)

= fi (i) fi (e flxic) i Com) Qe — x-1)

a 6(xi — xi—l) (xi Bl x)3 + 6(Xi — xi—l) (.X B xi_l)S T X; — Xj_1 o 6 (xl' — X)
* xif—();ii)q - : (xl)(x6l s (% = Xi—1)

Bu denklem iki bilinmeyen icermektedir. U¢ noktalarin ikinci turevi asagidaki denklem kullanilarak
bulunabilir.

(x; — x6i—1)fi”(xi—1) + 2(xj41 — xi—1)£i”(xi) + (i1 — x)f (xi41)
= [f (xip1) — F(x)] + [f (xi—1) — f(x;)]

Xi+1 — X Xi+1 — Xj-1




Ornek

X f(x)
3 2,5
4,5 1

7 2,5
9 0,5

Bir dnceki ornek veriye yine x=5’deki fonksiyon degerini bulmak icin
klibik serit geciriniz.
Cozim:
(4,5 —63)fl-”(3) + 2(7 —63)fl-”(4,5) + (7 —4,5)f"(7)
= 745 12,5 — 1] +7T3[2’5 — 1]
£'(3) =0
8f;'(4,5) + 2,5/ (7) =9,6

(7—45)f"(45)+209-45f"(7)+ 0O -7f"09)
6
= ﬁ[f(‘)) — (D] + 945 [1—2,5]

£'(9) = 0
2,5 (4,5) + 9f/"(7) = —9,6




Ornek

Elde edilen denklemlerin ¢6zimunden
f"(4,5) =1.67909 vef"(7) = —1,53308

Elde edilir.
fi(x}”( ) s
— i \Xi-1 . i (X o
= 6 — D) (x; —x)° + e =% (x — x;_1)3
n f(xi-1) _ fi' Cei—) (x; — xi_l)] i — )
Xi — Xi-1 6
+ fOa)  fi () (g — xi_l)] o )
Xi — Xi—1 6

£,(x) = 0.112(7 — )3 — 0,102(x — 4,5)% — 0,3(7 — x) + 1,64(x — 4,5)
£,(x) = 1,103



=
f(x,, ,)

fix, v) 4

Cok Boyutlu Interpolasyon



[ki boyutlu Interpolasyon

z = f(x;,y;), seklinde bir fonksiyonda bir ara deger bulmak istenirse iki boyutlu interpolasyon
yapmak gerekir. Eger sekildeki gibi dort nokta tanimliysa bu noktalar kullanilarak ara bir deger
i¢cin fonksiyonun degeri belirlenebilir. Bu yontemin basit yaklasimini soldaki sekilde
gormistiik, formiilasyon ise Lagrange formu kullanilarak sii sekilde lic basamakta bulunur.

Xi — X9 Xi — X1

flx,y1) = P flxy,y1) + X, — 1f(x2;)’1)
ve @ (x,¥2)
X; — Xy X; — X1
fxi,y2) = X —x, fxy,y2) + X, — xlf(xz»YZ)

Bu bulunan 1ki fonksiyon degeri ti¢lincii denklemde kullanilarak sonug elde edilir.

YVi—Yy Yyi—)Yy
f(xi'yi)z l Zf(xi'yl)-l_ l_ 1f(xi'y2)
Y2 V1

V1 Y2



Ornek

Problem: Diktortgen seklinde, 1sitilmus bir levhanin dort kosesinden sicaklik 6l¢timii yapilmastir.
Sicakliklar sirasiyla

T(2,1) =60;T(9,1) =57.5;T(2,6) =55;T(9,6) =70
Diktortgen tizerinde konumu (5.25,4.8) olan noktanin sicakligini bulunuz.

Cozum:

5.25 —9
f(5.251) = ———f(21) +

(5256)_5.25—9
f(5.256) = 2—-9

525 -2
9 f(9,1) = 0.5357 * 60 + 0.4643 x 57.5 = 58.8384

5.25 — 2
f(2,6) +—5——f(9,6) = 0.5357 x 55 + 0.4643 » 70 = 61.9645

9

—6 48 -1
—f(5.251) +

f(5.254.8) = —— —

= 61.2142

f(5.25,6) = 0.24 x 58.8384 + 0.76 * 61.9645

£(5.25,4.8) = 61.2142



