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Bu bolimde Tartisacagimiz Konular

Kati ADD’ler hem tek hem de sistem halinde olan ADD’lerdir ve ¢coztUmleri icin hem hizli hem de
yavas bilesenler vardir.
= Kendiliginden Baslamayan Heun Yontemi

Ardindan, sinir-deger ve 6zdeger problemlerini tartisacagiz. ilki igin tahmin ve sonlu fark
yontemlerinin her ikisini de tanitacagiz. Ikincisi icin: polinom ve uslt yontemler dahil olmak Gzere

farkli yaklasimlari tartisacagiz.
Son olarak bu derste, ADD’lerin ve 6zdegerlerin cozimunde matlab uygulamalarindan bahsedecegiz

Muhendislik uygulamalariile ilgili ornekler cozecegiz.



Katilik ve Cok Adimli Yontemler

Kati (Stiff) ADD’ler hizli ve yavas degisen bilesenlere sahiptirler.

Genellikle, hizli degisen bilesenler cok kisa sireli ve gecici olup hizla ortadan
kaybolurlar

Ardindan ¢ézimde yavas degiskenler egemen olur.

Hizli degisen bilesenler sadece cok kisa streli gortinse bile, tim ¢6zim icin zaman
adimini etkileyebilir.




Katilik

Ornek Gzerinden aciklamak daha kolay olabilir,

dy _

i —1000y + 3000 — 2000e7¢
Eger y(0) = 0 ise analitik ¢c6ziim;

y =3 —0.998¢ 1999t —2.002¢7"

t<0.005ie kadar
etkili

Sonrasinda denklem
y =3 —2.002e*
Gibi davranmaya baslar cinki ortadaki terimin degeri sifira yaklasmistir. Bu problemde

cozumun kararhhgiicin gerekli adim buyudkliginin ne olmasi gerektiginin anlasilmasi

acisindan analitik cozime basvurabiliriz. Denklemin homojen kismina bakacak olursak.
d
d_)t/ = —1000y = y = yje %

Cozum y,’'da baslar ve asimptotik olarak sifira yaklasir.



Katilik

Problemi sayisal olarak ¢cozmek icin
Yeterince kicik adim secmek problemi cozer; aksi halde ¢cozim kararsiz olur.
Problemin belirli bélgesinde, kiiclik adim daha sonra buyuk adim se¢cmek sistemi
kararsiz yapabilir, iyi bir c6zim 6nerisi degildir.

Bu tlr problemlerin ¢c6zimu icin farkh yontemler gelistirilmistir.
Kapali Euler Yontemi
Kendiliginden Baslamayan Heun Yontemi



Kapali Euler Yontemi
dYi+1
Viv1 = Yi t+ dl: h

Bu, ifade geriye dogru veya kapali Euler yontemi diye adlandirilir. Denklemin homojen

dy; : ) :
kismi—2L = —ay;1 yukarida yerine yazilip denklem dizenlenirse;

dt
Vi+1 = Yi — aYi41h
Vi

1+ ah

Yit1 =
Bu durumdai — oo, |y;| = 0
Bu nedenle bu yaklasim kosulsuz olarak kararldir.



Ornek

dy
) dt
Ornegini h = 0.0005,h = 0.002 ve h = 0.003 olmak tzere tam ¢o6zim, acik c6ziim ve

kapali cozum icin inceleyelim.
Cozum;
Tam ¢cOzUm;

= —1000y + 3000 — 2000e~¢

y; = 3 —0.998e 1000t _ 2 002e~t
Acik Euler Yontemi
Vie1 = V; + (—1000y; + 3000 — 2000e~t)h
Kapali Euler Yontemi
Vis1 = V; + (—1000y;,; + 3000 — 2000eti+1)h
Yt (3000 — 2000e " ti+1)h
Vi1 = 1+ 1000




Ornek Cozim
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Cok Adimh Yontemler

Adimli ydntemler, sadece bir sonraki degeri tahmin etmek i.in icinde bulunulan
adimin bilgisini kullanmaktadir.

Cok adimli yontemler ise daha 6nce tlretilmis olan bilgiyide kullanarak daha iyi
tahmin yaparlar.

Ornegin «Kendiliginden baslamayan Heun» ydntemi hem icinde bulunulan adimi
hem de ondan bir 6nceki adimi kullanarak tahmin yapar.

Bu konuda gelistirilmis bir dizi yontem vardir, ancak gerekli oldugunda basvurmak
tzere varliklarini bilmemiz yeterlidir.

Gerekli adim uzunlugunu dogru belirlemek bilgisayarlarin bu denli hizli olmadigi
zamanlarda dnemli bir konu iken bugiin pratikte secilen adim uzunlugunu yariya
bblerek ve/veya ikiye katlayarak denemeler yapip sonuglari gozlemlemek yeterli
olmaktadir.



Kendiliginden Baslamayan Heun Yontemi
Cok adimli yontemler, i’dekilerden baska ek y
degerlerini de gerektirmektedir.

Kati ADD’lerin ¢cozimuinde kullanilirlar.

Klasik Heun Yénteminin iyilestirmenin bir yolu,
yerel hatasi O(h3) olan bir deneme adimi
gerceklestirmektir bunun icin ek y;_; degerine
ihtiyac duyulur.

Deneme adimi (Sekil a)

yiO+1 =y;—1 + f(x;,y:)2h

Diizeltme adimi (Sekil b)

o y) + f(Xiv1, Virr) h
2

Yis1 = YVi +




Sinir Deger ve Ozdeger Problemleri

Herhangi bir ADD’yi cozmek icin yardimci
kosullara ihtiyacimiz vardir.

Bu kosullar denklemi ¢oézerken ortaya cikan
integral sabitlerini hesaplamakta kullanilir.
n’inci dereceden bir denklem icin n adet kosul
gereklidir.

Kosullar bagimsiz degiskenin ayni degeri icin
tanimlanmissa problemimiz baslangi¢ deger
problemidir (sekil a).

Kosullar bagimsiz degiskenin farkli noktalari icin
verilmisse problemimiz sinir deger problemidir
(sekil b).

Initial conditions

Boundary

Y20

where at t =0, y; = y; gand y, = y3 g
¥

Y10 b4

Y2
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Analitik Cozim

Uzun ince yalitilmamis cubugun isi dagilimi icin verilen ikinci dereceden diferansiyel
denklemin.
d°T |
T2 +h'(T,—T)=0
T, = 20, T(0) = 40 ve T(L) = 200 sinir degerleriyle analitik ¢c6zimu asagidaki
gibidir.
T = 73.4523e%1* — 53.4523e791% + 20
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Tahmin Yontemi

Cozum:

Sinir deger olarak; T(0) = 40 ve T(10) = 200 degerleri verilmis olsun.
Tahmin yontemi, bilinmeyen z(0) degerinin tahmin edilmesine dayanur.
Ik tahmin z(0) = 10 olsun ¢dziim sonucu T(10) = 168.3797’yi verir
Ikinci Tahmin z(0) = 20 olsun ¢dziim sonucu T(10) = 285.8980’i verir.
Bu iki tahminden, dogrusal interpolasyon yoluyla T (10) = 200’G verecek

z(0) degerine ulasilabilir.

z(0) = 10 +

20— 10

285.8980 — 168.3797

(200 — 168.3797) = 12.69
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Sonlu Fark Yontemleri

Diger bir sinir deger problemini dondstirme yaklasimi sonlu fark yontemidir.
Orijinal ADD’deki ttrevler yerine sonlu fark acilimlarindan biri konularak sistem
cebirsel bir denklem haline donusturulir.

Ornegin Uzun ince yalitilmamis cubugun i1si dagilimi icin tiiretilmis diferansiyel
denkleminde merkezi sonlu bolinmus fark formulu kullanarak asagidaki yaklasik

ifade elde edilebilir:
d*T  Tipq — 2T + Ti4
dx?2 Ax?
Bu yaklasimi diferansiyel denklemde yerine yazarsak
T'_|_1 - ZT + T'_1 /
l Ax; — +h(T,—T) =0

Terimler dizenlenirse;
_Ti—l + (2 + h,sz)Ti — Ti+1 — h,szTa
Elde edilir.



Ornek

Problem: Asagidaki diferansiyel denklemi T(0)=40, T(10)=200, Ta=20 ve h’=0.01 verilerini baz
alarak merkezi sonlu fark acilimini kullanarak ¢ozinuz.

d*T |
W +h'(T,—T)=0
cozim: —T;_; + (2 + h'Ax?*)T; — T;.1 = h'Ax?*T, denklemini Ax = 2 araliklari kullanarak
4 digum noktasi icin ¢ozelim.

i=1
—40+ (24 0.01 x22)T; — T, = 0.01 * 22 % 20
2.04T, — T, = 40.8
=2
=3
T, + (2.04)T; — T, = 0.8
i=4

—Ts + (2.04)T, — 200 = 0.8
—Ts + (2.04)T, = 200.8



Ornek

Bu dort denklemi matris formuna getirirsek;

2.04 —1 0 0 1[Ti] [ 40.8]
-1 2.04 -1 0 [|T2] _| 0.8
0 -1 204 -—-1]||T5| | 0.8
0 0 -1 2.0411T,1 1200.8.

Bu matris ¢ozullrse;
TT =165.9698 93.7785 124.5382 159.4795]
elde edilir.



Sonlu Fark Yontemi

Problem: Esit yayili yuk altinda iki ucundan mesnetlenmis kirisin sehim ifadesini
veren diferansiyel denklem asagidaki gibidir.

d?y w w
El — = —Lx — —x*
dx2 27727
I =335x10"*m* w =15 kN/m,L = 3 mve sinir deger kosullar1 y(0) = 0 ve
y(L) = 0 olarak verildigine gore dort diigim noktasi ve merkezi sonlu fark

acilimi kullanarak kirisdeki sehimi hesaplayiniz.
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Sonlu Fark Yontemi

Goziim: N\

dzy Vieq — Zyi + Vi q DUgum talari, n adet
dx22= Ax? S Deser
. — . _|_ - w w INir vegeriler
E] Yi+1 Ai’; Yi—-1 _ il‘x . ixz DAl
Denklem dizenlenirse; 0'02(5)333
w w 0,6
Yitr = 2Yi tYi-1 = ﬁszLx - ﬁszxz
L 3 ,
Ax=n+1=§_=_0._6; x_i=l*Ax |
-2 1 0 0 V1 5527 X 10—5 ! ) 5,52665E-05
1 -2 1 0 ||v2|_|8290x 10" o 5 20 PO
0 1 -2 111Y3 8.290 x 107> WAL 5,52665E-05
| 0 0 1 —=211Ya] 15.527 X 107>




Sonlu Fark Yontemi

-2 1 0 0 -0,00014 -0,13817

Deger 1 -2 1 0 -0,00022 -0,22107
5,52665E-05 A% 0 1 -2 1y (metre)- -0,00022 {uli)=88 -0,22107
8,28998E-05 0 0 1 -2 -0,00014 -0,13817

8,28998E-05

DX~2/2El= 3,83795E-05 5,52665E-05

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2
0,6 -1,2 -0,8 -0,4
A'= -04 -08 -1,2 -0,6
-0,2 -0,4 -0,6 -0,8



Ozdeger Problemleri

[A]x = {B}
Probleminde [A] tekil degilse problemi saglayan tek bir x degeri bulunabilmekte idi.
Oysa
[Alx =0

Probleminde, birden fazla ¢c6zim olabilir. Bu tip denklemlerin ¢cozimunde

O0zdegerlerden yararlaniriz.
[|A—AlI||lx =0



R ||
Ornek

Yay kuvveti etkisi ile salinan kiitlelerin dinamik § VOO o U0 me OO0 E
denklemleri ¢ikarilip gerekli diizenlemeler yapilirsa o
asagidaki difarensiyel denklemler elde edilir.

5
dl=_____IF
—
]a
_ I

d?x4 §
m —k(—2x{+x,)=0 I 2
1 dtz ( 1 2) '[.E'.I'} | S
dzxZ ()] I I x
mz dtZ B k(xl B sz) = 0 .1'|I 0 1:

Titresim kuramindan
x; = A;sin(wt)
A genlik, w frekans.
x"'; = —A;w?sin(wt)
Boylece asagidaki denklem sistemi olusur.

2k 5 k
— — W Al—_AZZO
mq mq

k 2k

2.815




R ||
Ornek

Asagidaki denklem sistemini m; = m, = 40 kg ve
k =200 N/migin ¢ozelim.

| X
| |
| |
2% k | |
—— W Al — _AZ — I I
mq mq § o ,l - 'JEL m, Jr
__Al‘l' — — W A2:O 0 l I I I x
2 M2 N

¢Cozum:

10 — w? -5 ] [A1] _ [0]
5 —(10-w?))]14,] T lo
(w?)? —20w?+75=0
w? = 15 vew? =5 =
w = 3.873 s~ (Birinci mode) ;
w = 2.236 s~ (1kinci mode)
Birinci mode igin ¢6zim A; = —A, veT, = 1.62 s

Ikinci mode igin ¢6zim A; = A, ve T, = 2.81 s
2.815




