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Durum Uzay! Formunda Kontrol Sistemleri Tasarimi

Bu boliimde
Kutup yerlestirme yontemi
Gozlemci Tasarimi
Kuadratik Optimal Regiilator Sistemleri Tasarimi ve
Glirbiiz (Robust) Kontrol Sistemlerine Giris

Seklinde alt bolimler 1le durum uzay1 formunda kontrol sistemleri tasarimina giris
yapmaktadir.



Kutup Yerlestirme Yontemi

Kutup yerlestirme yontemi, kok-yer egrisi yontemine benzerdir. Her ikisinde de kapali
cevrim sistemin kutuplarinin tasarim isterlerini karsilayacak yerlere yerlestirilmesi
hedeflenmektedir.

Temel fark su ki, kok-yer egrisi ile tasarimda sadece istenen kapali1 dongii kutuplarini
istenilen yerlere koyarken, kutup yerlestirme tasariminda tiim kapali ¢evrim kutuplarini
istenilen yerlere yerlestiriyoruz .



Durum Geri Bildirim

x = Ax + Bu
y=Cx+Du
Diyagrama gore;
u=f—Hx
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Ornek

Acik Cevrim Sistemin Transfer Fonksiyonu

K
s(s+a)
Kapali Cevrim Sistemin Transfer Fonksiyonu
K
s(s+a) K
' f v X 1+ K  s2+as+K
s(s+a)

Varsayalim a=2 olsun.
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Kok Yer egrisi

K’y1 0 1le a/2 arasinda se¢ersem kokler

gercek ve 0 1le a arasindadir.

K’y1 a/2 olarak secersem katli 1k1 kok

vardir.

K’y1 a/2’den biiyiik secersem sistemin

koklerinin ger¢cek kismi degismeksizin

K’nin biiyiikliigline bagli imajiner kismi
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Ornek Devam

Sistemin hem hizin1 hem de konumunu geri
bildirdigimizi disiinelim.

Bu durumda sistemin transfer fonksiyonu
degismeyecektir.

(Farm)s
sta+K,)s 1
1 1, s2+(a+Ky)s+K;
1+(s+a+K2)SK1
Varsayallm a = 2, K, = 1 olsun.
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Kok Yer Egrisi

K;’101le (a + K,)/2 arasinda secersem

kokler gercek ve 0 ile (a + K;)

arasindadir.

K;’1 (a + K,) /2 olarak se¢ersem katli iki

kok vardir,

| K;’1 (a + K5)/2 >den biiyiik se¢cersem

—(a+K,) 7 sistemin koklerinin gercek kismi

""""""""""" degismeksizin K ’in biuiytikliigiine bagh

Imajiner kismi biiyiir.
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Dogrusal Zamanla Degismeyen Sistemler (LTI) icin

Dogrusal Durum Geri Bildirimi A
u, D u!
+ u_'z + E.IB Bu X [t X EEE A
_ ‘Ax
A e

E‘E u_[ﬂ'd
w um

Uum =7 — Kx
K = Durum Geribildirim Katsay: Matrisi, Kazan¢c Matrisi
x =Ax + B(ug + uy) = Ax + Buy + Br — BKx = (A — BK)X + Buy + Br
y=Cx+D(uyg+u,) =Cx+Duyg+ Dr+DKx =(C+ DK)x+ Duy + Dr

A — BK = A* - Yeni sistem matrisi

]I U=Ug +Un



Kutup Yerlestirme (Pole Placement/Assignment)

Dogrusal zamanla degismeyen (LTI) bir sistem i¢in eger (A,B) ¢ifti kontrol edilebilir
ISe, uygun bir K matrisi se¢imiyle olusturulacak yeni sistem matrisinin (A* = A — BK)
tiim 0z degerlerinin istenilen konumlara yerlestirilebilmesi miimkiindiir.

Eger kontrol edilebilirlik matrisinin ranki tam degilse, or: rank(M) = q <n, 0
zaman sadece g tane 6zdeger istenen konumlara yerlestirilebilir.



Tek Girisli Tek Cikish (SISO) Sistem ve Kontrol Edilebilir

Kanonik Form
Kontrol Edilebilir Kanonik formunun sistem ve giris matrislerini ele alalim.

X1 - 0 1 o - 0 O 1r X1 1 107
X 0 0 1 0 0 X5 0
= - +|-|u
. . . . 1 . . .
Xn—1 0 0 o - 0 1 |Xn-1 0
L Xy 1 Llma; —a; —az -+ —apg —apll Xp 1 L1
K =lky ks ks kn_q kyl
u=—-Kx

Bu durumda yeni sistem matrisi A — BK = A olacaktir.



SISO Sistem ve Kontrol Edilebilir Kanonik Form
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SISO Sistem ve Kontrol Edilebilir Kanonik Form

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
4 — :
. . . 1 .
0 0 0 0 1
—(a; + k1) —(ax+tky) —(az+ks) - —(ap—1tkn1) —(ap+ky).

Simdi problemimizi

Al — A%
Determinanti ile elde edecegimiz karakteristik denkleminin koklerinin bizim
istedigimiz kokler olmasin1 saglama problemine doniistii.



SISO Sistem ve Kontrol Edilebilir Kanonik Form

p ~1 0 0 0
0 p 1 0 0
Al — A*| = :
. . : 1 :
0 0 0 A -1
(a; + kq) (ap+k;) (asz+ks) - (ap—1+tknq1) A+ (ap+ky)
AM—A | =2+ (a, + k)AL + -+ (a,+k)A + (ag + k)

A

Sistemin 6z degerlerinin A4, A5, ..., 1,, seklinde istendigini varsayalim.
Bu durumda istenilen karakteristik denklem

n
d(1) = 1_[(/1 —A) =AM+ @A+ e+ ayA + 4y
i=1
Yeni sistem matrisinin karakteristik denkleminin istenilen karakteristik denklemle esit olmasi
durumu problemin ¢oziimiidiir. Dolayisiyla bu esitligi saglayacak k degerlerini bulmamiz
gerekir.



R EEEE————————
SISO Sistem ve Kontrol Edilebilir Kanonik Form
Al — A% = A" + (@, + kDA™ + -+ (ag+k)A + (aq + ky)

d(1) = 1_[(/1 — ) =AM+ @A+ e+ A + 4y
i=1
Al — A*| = d(4)
Esitligi saglayacak k degerlerini buldugumuzda problem ¢o6zilmiis olur..
a, +k,=a,\ k,=a,—a,

a2+k2=d2 >:>k2
a1+k1=&1} k]_:

a, — a,
a; —a,



Ornek
0 1 0 0
A=|0 0 1|;B=|0|;K =k k,ks]
1 -3 =3 1
A 1 0
AI—A*=| 0 | 1

1+k, 3+k, A+3+ks
Al —A" | = (A+3+k)A?+ B+ k)A+1+ky
AL —A | =23+ @B+ k)22 + @B +k)A+ 1+ ky

Sistemin 6z degerleri ; = —2,1, = —3 ve 13 = —4 seklinde istensin.

Bu durumda istenilen karakteristik denklem
n

D(1) = 1_[(,1 — 1) =Q+2)A+3)A+4)
cinz(l/l) =213 4+91% + 261 + 24



Ornek

AL —A | =23+ @B+ k)22 + @B+ k)A+1+ky
d(A) = A3 + 9% + 261 + 24
Al — A" = d(4)

Esitligi saglayacak k degerlerini buldugumuzda problem ¢oziilmiis olur..
3+k3=9) k3=6
3+ky,=26;,>k, =23
1+k;=24) k=23

u=—Kx
u=—23x1 — 23x, — 6x3




Uygun Kazanc Matrisinin Bulunmasina lliskin Yontemler
Direkt Yontem

n

- @a-Bol=om =] |1~ 4
i=1 ist;;lwn
ozdeger

Konuyu anlatirken ¢ozdiigiimiiz gibi bu esitlikten n adet dogrusal cebirsel denklem
cikar ve bunlarin ¢6ziimii 1le elde edilen kazang katsayilar1 kazan¢ matrisini olusturur.



Ornek

L [3 2 1
[4 —5] +[o]“
Al —A| = /12+8/1+7—0:>,11=_1,12__
A =4, = =10 olsun
A 01 _ ([ - )
‘0 A ([4 _5] [0] Lst kz])| (A + 10)
A+3+k 2+b ,

» 2| = +10)
)lz+(k1+8)/1+(5k1+4k2+7)_/12+zo,1+100
ki +8=20; ky = 12;

33



Uygun Kazanc Matrisinin Bulunmasina lliskin Yontemler

KK Forma Donustlirme Yoluyla Kazanclarin Bulunmasi

X = Ax + bu
x = Px" olsun
x*=A"x"+Db*u
M=1[b:Ab: - A" 1p]
‘a, asz a, 1]
a; ~ < 0
a, - 0 O
1 0 0 Ol
P=M-W
A=Al ="+ a, A"+ + a1+ ag
o halde;k; = d; —aj,u=—k*"x*=-k*"' P lx =2 kT = k*' P!

W =




Ornek

. _[—-3 2 1

A= [ 4 —5]’—”'[0]“
Bir onceki yontemde ¢ozdiigiimiiz problemi karsilastirma agisindan tekrar yeni
ogrendigimiz yontemle bulalim.

=[b:Ab:-: A" 1p] = [[(1)] : [_43 _25] [(1)]] - [é _43]

ar-al=["*7 A=A +81-7
(a, as an 1
W — ag o O . 8 1 )

an-'OO 1 ol

wew=[) 1 !



Ornek Devam
i=[7 Ae+ [l
£=[i (1)];/11=/A12=—10015un
®(1) = (A1+10)% =12 + 201+ 100
o 0 1/4 71—
a=r 1AP=[1 —5//4“43 —25”2 (1)]:[—07 —18]
8+k2:20}:>k2:12

Direkt yontemle buldugumuz kazanglar elde edebilir miyiz?
i 1 -
"
K=K'P1=[9312] | = |12 33 /4]
1 —
i 4.



Uygun Kazanc Matrisinin Bulunmasina lliskin Yontemler

Ackermann’in Formulu
kT=[0 0 .. 0 1M~ 1o (4)

d(2) = 1_[(/1 1)

=[b: Ab : A" 1p]



Ornek

<[ ZJeelle

Bir onceki yontemde ¢ozdiigiimiiz problemi karsilastirma acisindan simdide
Accermann’in formiiliinii kullanarak ¢ozelim.

M=[b:Ab:-: A" 1p| = [(1)] : [_43 _25] [(1)]] - [é _43]

1 3/4
-1 _
M==1o 1/4
1y = A, = =10 olsun
®(A) =1+ 10)% =212 + 201+ 100




Ornek
®(1) = (A1+10)% =12 + 201+ 100
o =70 A A]+20[;> A]+100[; O
OB e _3136]: 50 —100* [0 100 =[is 33

~100 8 33
k" =[0 1]M~'®(4)
_ 1 3/41157 24
K" =10 11|, 1/4“48 33
KT =[0 1/4] [i; ?3}] — [12 33/4]



Odev

Kitabinizdan 10.1,10.2 ve 10.3 numaral1 6rnekler1 yeniden ¢oziiniiz.
Bilgisayar uygulamalarini yapiniz. Grafikleri elde ediniz.

Bilgisayar uygulamanizda tanimladiginiz kutup yerleri (0z degerler1) degistirerek
sistemin kararli, marjinal kararli ve kararsiz olmasin1 saglayiniz.
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Cok Girisli Cok Cikisli Sistemlerde Cikisin Geri Bildirimi

x = Ax + Bu;y = Cx + Du
Cikisin geri beslenmest;
u =—Ky y

haad ) ()
rXx1 rXmmx1

u=—Ky(Cx + Du) = —K,Cx — KoDu = u(l + K,D) = —K,Cx
K

u=—(+ KOD)-lKOEx

|/11—{A B + K,D) 'K, C }| 1_[(/1 1)

=
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Cok Girisli Cok Cikisli Sistemlerde Cikisin Geri Bildirimi

Eger kontrol edilebilirlik matrisinin ranki tam ve ¢ikis matrisinin ranki

rank(C) = q < n, 0 zaman sadece g tane 6z deger istenen konumlara keyfi olarak
yerlestirilebilir.

Yukarida ifade edilen kavrami anlamak 1¢in asagida verilen 6rnegi ¢ozelim.
Ornek:

. -1 0 o 11 _ __k1]
x-[o _4]x+ 1 0]u,y—[0 1]x,23:t;1— &y
Ky



Cozum

Ar—{a-BU+ Kob)-l_KOE}‘

5 _{[—01 _04]—_(1) é,’ij[o ]l
8 {lo S -ligle of
[ 2100 5=l sl

o]_[-1 -k A+1
,1]_[0 —4 ZkJ 0 /1+k1+4=(/1+1)(/1+k1+4)

Kontrollii ¢ikis 1¢cin olusturulan sistemin karakteristik denklemi il = —1"1
dayatmaktadir. Yani sadece ikinci 6z degerin yerini belirleyebiliriz. Varsayalim ki
ikinci 6z degerin A, = —10 olmasini istiyoruz bu durumda k; = 6 olarak secilmelidir.




Cok Girisli Cok Cikisli Sistemlerde Durum Geri Bildirimi

u=-— K x
(W)
rXn
Istenen 6z degerler i = 1,2,3, -+, n olmak tlizere A;

K, r X n boyutlarinda bir matris olmak iizere sistemin serbestlik derecesini n(r-1)
seklinde belirlenir.

x = Ax + Bu
u=—Kx
K’y1 su sekilde secelim;
K =1k
rXn rX1l1Xn
-rl- 'lel T1k2 cee T'lkn-
T
K=|2{lka ko  kol= 7‘2:k1 Tz:kz T2k
_rT_ _T'T.kz Trkz coe Trkn_




Cok Girisli Cok Cikisli Sistemlerde Durum Geri Bildirimi

x = Ax + B(—rkTx)
x = (A — Brk)x
Br= b
nx1
Kontrol edilebilirlik;
rank[b i Ab : A’b i - 1 A" bl =n

n

Al — {A — BrkT}| = 1_[(/1 - 1)

1=1



Ornek
¥ = [—01 _04] x + [(1) (1)(]) u;fl j —2: fz = —10 olsun
R
rank ([Ti : [_01 _04] 2 ) = rank ([Ti _472,1]) =2(ry #0&m, #0)

Hesaplamada basitlik saglama i¢in r; =, = r # 0 secelim.

n
Al — {A — BrkT}| = 1_[(/1 - 1)
10 -

0 A _([_01 _04]—[:] k1 kz])| =1+2)(1+10)
/1+1+7‘k1 rkz
‘ rkq A+4+rk,

=(1+2)(1+10)



Ornek Devam

A+1+71kq rk,
‘ rkq A+4+rk, = (@ +2)(4+10)

NP+ AL+rky +4+1k]+ (A +1k)@& +7ky) —17%kky, = 22 + 121+ 20
A2+ A5 +7r(ky + k)] +4+r(ky, +4ky) =22+ 121+ 20
S+1r(k, +ky) =12 =k + k, =77
4 +1(ky +4k)) =20 = k, + 4k, = 16/r

3 4

9
3k1_;:k1—_ kz—_

K—rkT—[]3/r 4/r] = [

u1 —_ uZ — _3X1 4x2




