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Dogrusal Sistemlerin Zaman Cevabi
x = Ax(t) + Bu(t)
Burada A ve B matrisleri sabit matrislerdir.

Boyle sistemlere Zamanla Degismeyen Dogrusal Sistemler (LTI:Linear Time Invariant)
ad1 verilir.

t > t, icin belirli bir giris u(t) ve belirli baslangi¢ kosullar1 x(ty) = x, i¢int = t,’da
X(t)’nin ¢éziimii sistemin zaman cevabini gosterir.



Dogrusal Sistemlerin Zaman Cevabi: Zorlanmamis Cevap

x = Ax’in xy = x(ty)’ ya cevabini ele alirsak

Serilerle Coziim:

x(t) = cg + ¢t + eyt + 3t + -0 = z c;tt
(i=1)

1 1
Z'AZt2 + 3 —A3t3 + -)co olsun

eAt.matris istel acilimi

citt = (1 + At +
(i=1) -

-

Hatirlatma:
- 1 1
=1 + x + 5 X + ;X + -



Zorlanmamis Cevap

2 3 1 242 1 34+3
x(t) =cy+cit + cot® +c3t® + -+ = I+At+5A t +§A t> 4+ | co

Yukaridaki denklemin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

1
X(t) = (4 + 2C2t + 3C3t2 + ... = ACO + AZCOt + EABCOtZ

¢4 = Acg
2¢c, = A%c,
_ 1
3c3 = 5/1 Co
1
cm = —A™cy

m!



Zorlanmamis Cevap

x(t) = ettc,

Baslangi¢c zamani t, = 0 = x(0) = e/A0 Co

I
x(t) = etx(0) = x(t) = d(t) x(0)
Durum Ggg_fs Matrisi
X1]  [P11(®) P2(®) o P (®)][x1(0)
AN s z a0
Xn] LD, (t) c.. D, (t)]Lx,(0).

Burada i satir say1sini ve j siitiin sayisini gostermektedir. ®(t) = e4¢
Baslangi¢c zamani t, +# 0 = ®(t) = P(t — t;)
x(t) = O(t — ty)x(0)



Durum Gecis Matrisi

x = Ax
sx(s) —x(0) = Ax(s)
sx(s) — Ax(s) = x(0)
(sl — A)x(s) = x(0)
x(s) = (s = A)~* x(0)
D(s)

®(s) = L[P(D)] = P(t) = L7 [D(s)]

x(s) = ®(s) x(0)



Durum Gecis Matrisinin Bazi Ozellikleri
v ®0) =1

v’ Tekil Degil

vV o71(t) = o(—1t)

v D(ty) = P(t; — t)P(ty)
v ®(nT) = ®"(T)

vV O(ty + t) = P(t)P(L2)
v d(t) = AD(t)




Ornekler
Ornek 1:
1 1
() = e =1+ At +5A2t2 +§A3t3 1.
0 1
A= 0 0

o =[) 0]+[0 Mev [0 0]

Bu kismi silebilirsiniz

o0} |



Ornekler
Ornek 2:
1 1
D(t) = ettt —I+At+2 A%t? +3 A3t3 +
:[—1 0]
O(t)
10 0 —t2 0 Tro —e371,1t* o
_[o ]+[ ]H 0 —t? +3! t3 0 +4! 0 t*
1 1 1
2 4 +4 .. 43 ..
ot - 1 TLERTLARE t— ot +- _[cost  sint
1 3 1 5 1 A —sint cost
gt ) Ittt e




Model Ayrismasi (Modal Decomposition)

Farkli 6zdegerlerin varliginda, P"AP = A ve x(t) = Pz(t) oldugunda
x(t) = Pz(t) = z(t) = Az(t) yada
z;(t) = A;z;(t);i=1,2,3,...,n
z;(t) = etitz;(0);i = 1,2,3,...,n

Mt 0 ... 0]
At ..
zy=| % €7 020
Lo 0 0 etl
e At

z(t) = e z(0)

P~ 1x(t) = eAP71x(0) = x(t) = Pe®'P~1 x(0)
@ (t)




Model Ayrismasi (Modal Decomposition)

Tekrarlarin 6zdegerlerin varhiginda, P~*AP =]

d(t) = PS(t)ertp1
'S1(t) 0 0 0
S(t) = 0 S, :(t) O 0

0 0 e So(t)

i p\l)]

Burada m; tekrarlayan 6z deger sayis1 olmak iizere S;’nin bliylikligii m; X m; kadardur.
P m; = n olabilir.

=1
B t2 tml—l
1 t — ..
tZ
Si =10 1 t E
0
0 1 t
0O 0 0 O 1



Ornek

Uc 6zdegerinde esit oldugu durum icin

Zq A 1 014

0 0 AllZzs

Alt satirdan itibaren baslangic¢ kosullariyla iliskilerini yazarak yukari1 dogru gidelim.
z3(t) = e z3(0)
z,(t) = et z,(0) + tettz3(0)
z,(t) = e*z,(0) + te?tz,(0) + t%e*tz5(0)

2, (t)] et tert  p2oat]  [2(0)]
Zy(t) | = 0 et telt Z,(0)
Z3(t) 0 0 et 123(0) |

N -
" g

1 t t2/217[e* 0 0
01 ¢t (o et o

0 0 1 Lo o0 et




CAYLEY-HAMILTON THEOREM

Her kare matris A kendi karakteristik denklemini gerceklestirir.
Yani P(A) = 0 burada P(A) = |Al — A]



CAYLEY-HAMILTON THEOREM: Ornekler
Ornek 1.
0
a=[2,

=l G- Sll=1G 23l =2 e

Cayley-Hamilton theoremi bize P(1) = A% + 31 + 2 fonksiyonunda A yerine A
matrisini yazarsaniz toplamin sonucu sifir olur demektedir. O halde asagidaki 1slemler
sonucunda matris toplamini sifir olarak gormeliyiz.

P(A) = A* +3A + 21
P(A) = [_02 _13] :_02 —13] 3 [—02 —13] " [(2)
pay =2 T+ Sol+ls 2=l




CAYLEY-HAMILTON THEOREM: Ornekler

Ornek 2.
A= [_02 —13]

Matrisinin tersini Cayley-Hamilton teoremi kullanarak alalim. Soyle ki
A*+3A+21=0

1
A+3+2A‘1=0:A‘1=—§(A+31)

| R L | e S

A-1 = [—31/2 _](-)/2]



CAYLEY-HAMILTON THEOREM: Ornekler

Ornek 3.
0 1
A= [—2 _3]

Matrisi i¢in asagidaki fonsiyonun degerini bulunuz.
NA) =A*+ A3+ A2+ A+ 1



CAYLEY-HAMILTON THEOREM: Ornekler

Ornek 3 Devam.
[k drnekte P(A) = A% + 34 + 2I = 0 oldugunu gostermistik. O halde

A%* = =34 — 21
A3 =AxA%=-34°—-24A=-3(-34-21)—24=T7A+ 6l
A3 =7A + 6]

A* = A« A3 =Ax(TA+6]) =742 +6A=7(—3A—2I) + 64 =—154 — 141
A* = —154 — 141
NA) =A*+ A3+ A+ A+1=-154A—- 141 +7A+ 6] —34A—-21+A+1

N(4) = —104 - 91 = —10 [_02 _13] —? [é (1)

-9 -10
N(A)_lzo 21



CAYLEY-HAMILTON THEOREMI UYGULAMALARI

N R(D)
o~ W@

N() =P(A)Q(A) + R(4)
N(4;) = R(4;)
N(A) = P(A)Q(A) + R(A)

N(A) = R(4)



Ornek 3’Un Tekrar ¢c6zUmd

70 1

A_Lz —3]
/14+/13+/12+/1+1_/12 2/1+5+_10/1_91
A2 +31+2 B A2 +31+42

N(A) = R(4A) = =104 — 91




CAYLEY-HAMILTON THEOREMI UYGULAMALARI

N =PA)Q() + R
R(A) = ag + ayA + axA? + -+ + a1 A"

farkli 6z degerlerin varligi durumunda, N(1;) = R(4;) i = 1,2,3,...,n



CAYLEY-HAMILTON THEOREMI UYGULAMALARI

Ornek:
A= [_02 —13]

N(A4) = eAt

1¢cin

fonksiyonunun degerini bulunuz.



CAYLEY-HAMILTON THEOREMI UYGULAMALARI

Ornek devam:
N(A) — aOI + C(lA -+ C(ZAZ + .-+ an_lATl—l

10 1
A_Lz —3]
PAD)=22+31+2= 1 =-1,1, =2
—1
N = d(t) = et = FAltl

i=0
RA) =ay + a4
N(A)) =R(4) = e " =ag+a,(-1)
N() = R(Ay) = e *' = ay + a1(—2)
Bu iki1 denklemin ¢6ziimiinden
ay = 2et
a, =et

_ e—Zt
_ e—Zt



CAYLEY-HAMILTON THEOREMI UYGULAMALARI

Ornek devam:

—t —2t

g = 28" — e
a;, =e bt —
N(A) = eAt = R(A) = apl + ayA = [ ] [ - _3a1]

_ e—Zt e—t _ e—Zt
N(A) _ [ 2“1 ao — 3a1] [ Z(B_t —Zt) _(e—t _ e—Zt)

Bu yaklasimi kullanarak A’ya bagli log(A), sin(A), VA gibi ¢ok degisik
fonksiyonlarin degerini bulabiliriz.



EEEEE—m—m—h—hhmy—~—"w,
ZORLANMIS CEVAP

x = Ax + Bu
Zorlama olmadan sistemi x = Ax olarak ele almis ve ¢dziimiin x(t) = e“tx(0)
oldugunu gostermistik. Ancak zorlama oldugunda bu ¢6ziim gegerli olmaz bu durumda
¢Ozumun
x(t) = e“tp(t) seklinde olacagini diisiinelim. Dogal olarak ¢dziimiin yukarida verilen
durum denklemini saglamasini bekleriz. O halde x(t)’nin tiirevini alarak denklemde
yerine yazalim.
dp(t)

't=AAt t At
£(t) = Aettp(t) + eAt —




EEEEE—m—m—h—hhmy—~—"w,
ZORLANMIS CEVAP

dp(t)
dt

x(t) = Aettp(t) + e4t

Denklemde buldugumuz degerleri yerine yazalim

x = Ax + Bu
dp(t
Aedtp(t) + eAt% = Aetp(t) + Bu
dp(t dp(t
eAt& = Bu = dp(t) = e 4Bu
dt dt .
dp(t) _

e A'Bu = p(t) = j e A "Bu(t)dr
0

dt



/ORLANMIS CEVAP
p(t) = fe‘ATBu(T)dT

t t
x(t) = edtp(t) = et J e A"Bu(r)dr = j eAt=DBu(t)dt
0 0

t
x(t) = J ®(t — 1)Bu(r)dr
Bu durumda tam cevap ’ t
x(t) = ®(t)x(0) + J ®(t — 1)Bu(r)dr
Egerty # 0 = ’

t
x(t) = O(t — ty)x(ty) + j ®(t — t)Bu(r)dr
to



ZORLANMIS CEVAP

t = 0’da uygulanan darbe girislere cevap

u(t) =wé(t) = 5(t)

t
x(t) = efltx, + J eA-DBwS (t)dt = e4t(xy + Bw)
9

—

eAtpw



En Kisa Polinom

dA) =A"+ a A+t al+ g
m=n—j+1
Burada j tekrarlayan 6zdegerlerle iliskili olarak jordan bloklarinin sayisi
[slem Strasi

a) Eslenik (Adjoint) matrisi yaz. Elemanlar1 ¢carpim seklinde birak ¢linkii matrisin
tamamini bolen bir terim ariyoruz.

b) Eslenik matriste biitiin elemanlar1 ortak bdleni olan d(A)’y1 belirle; eger ortak bir
bolen yoksa d(A) = 1 dir.

¢) En kisa polinom ®(1) = '21(;‘;”

ile bulunur.



Ornekler
Ornek 1:
2 1 4 A0 0] [2 1 4 A—2 =1 —4
A=o 2 O];I/U—A|= 0 A o]—lo 2 o] =l 0 A1-2 0 ]
0 3 1 0o o Al lo 3 1 0 3 1-1
AL—Al=(A—2)2(A—1)
2 1 0
]=l0 2 o]
0 0 1
(A—2)(A—1) 0 o 1
Adj(A) = A+ 11 A-2)A1—1) —3(1—2)
- 4(1-2) 0 (A-2)2
(A—2)(1—1) A+ 11 4(1 —2)
Adj(A) = 0 A=2)A1—1) 0
0 —31—-2) (1-2)2

Ortak bolen yok o halde d(A) = 1 dolayisiyla (1) = |Al — A



Ornekler

Ornek 2 Devam:

2

i

|
I - _Q\_ !
OO HNy © O

N\

N
023_120
noolrog

T
< <
|

P

S

S AN M

N O O

_
S O <

S RO

S 2 <S

N

<

1Al — A| =

Al — A



Ornekler
A—-2)1—1) 0 o 1
Adj(A) = 0 A=2)A—1) 3(A—2)
_ 0 0 (A —2)%]
‘(A—2)(A — 1) 0 0
Adj(A) = 0 A=2)A—1) 0
0 30-2)  (A-2)?
dD) = (1—2)
-4l (A-2)2(A—1)
R Ty R Vi)

PV =A1-2)A1—-1)=212-31+2

Soru: en kisa polinom i¢inde ®(4) = 0 gecerli midir?



Dogrusal Zamanla Degisen Sistemlerin Cevaplari
%(t) = A(D)x(t) + B(t)u(t)
t

x(t) = O(t, ty)x(ty) + jcb(t — T)Bu(r)dr

to
Durum gecis matrisi (State transition matrix STM) ®(¢, t,) asagidaki denklemin
cOzimudir.
dd(t, ty)
1 A(R)DP(t, ty) ve D(ty, ty) =1

Dikkat: ®(t, t,) # e4t=to)



Dogrusal Zamanla Degisen Sistemlerin Cevaplari

Teorem:
Dogrusal zamanla degisen sistemlerde (LTV) durum gecis matrisi (STM) asagidaki
gibi yazilabilir.

CD(t, tO) — eftto A(T)d'l'

Eger A(t) ve A(7),t ve T’nun her degeri i¢in yer degisebiliyorlarsa yani
A(H)A(T) = A(DA(L)
Bu kosul, asagidaki durumlardan bir1 karsilandiginda saglanur.
a) A(t) sabit matristir.
b) A(t) kosegen matristir.
c) A(t) = f(t)C burada f(t) skaler bir zaman fonsiyonu ve C herhangi bir sabit
matris.



Ornek
B [zz: o]

2_ 42
D(t,ty) = eftto[ZOT (1)]‘” - e[t ot0 t—0t0] — [ et’~to O ]



LTV sistemlerde, Durum Gecis Matrisinin Bazi Ozellikleri
CD(tlf tO) — CD(tl' O)CD_l(to» O)

D (t,, tg) = P(ty, t1)P(E4,tp)
D(ty,t9) = P (to, t1)



d(t, ty)'nun yaklasik olarak serilerle hesaplanmasi

D(t,ty)
=]+ fA(TO)dTO + jA(TO) (j A(Tl)d’[1> dt,

+ fA(To) (]0 A(ty) (]1 A(Tz)de) dq) dty + -




Ornek
_ [0 17. _
A_[O t],CID(t,O) —?
‘ 0 ¢t
JA(TO)dTO = [ tz]
O _
to 2
2_
t To t - 0 T, tlo %
fA(To) fA(Tl)dTl dTO - J[O T] TOZ dTO = f 3 dTO
ol|]|0 — To
to to to i 2 | to |0 ——
— 3_ - 2 -
t To 0 t_
fA(To) f A(Tl)dTl dTO = t64
Lo to _0 g_




Ornek Devam

t To T1 t 0 1 _0 TLS_ t‘O TLLI__
JA(TO) jA(T1) jA(Tz)de dty |dty = j[O To] T64 dtg =f T85 dtg
‘0 ‘o o to 0 —> i |0 %

t To T1 _O i_
| aco( [ aad| [ awdr, |dz, Jaz =| 40
to to to 0 18

t3  td _
1 t+—t—+-
_ 6 40
k] I
R A IV TR




